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4.10 - EXERCÍCIOS - pg. 132 


Nos exercícios 1 a 5 calcular as derivadas laterais nos pontos onde a função não é 
derivável. Esboçar o gráfico. 


L fQ)=2Ix-31. 


Temos: 
2x-6,x23 
—2x+6,x<3 
PN ја 2(3-Ах)-6-2.346 , 
Ax—0* Ax 
cat in -2G8*4A5-6*2.3-6 , 
Ах-»07 


Ах 
Segue o gráfico da função 


2 ғо) x ‚ sex«l 
| х) = : 
2х-1, 5ех>1 
Pi lim 2(1+4x)-1-2.1+1_, 
Ax0* Ax 


@+Ах)—1_ 


Ға) = lim 1. 
Ax—0` 


Segue o gráfico da função 
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Kx) 


3. f(x) =12х+41+3. 
Temos a função reescrita: 
2x+4+3=2x+7 зе х>-2 
Fx) = 
—2х=443=-2х-1 se х«-2 


2 (—-2+ Ах)+7—2.(—2)—7 _ 
Ах 


f'(2*)= lim 2. 
Ax—0* 
AA EA 


"(у= fi E 
f'C2)- lim - 


Segue o gráfico da função 


f (Ds lim 
Ах-»07 


fa)-l 


m 


=1=Cl+AQ —-1+( D° _ 


(-04452)-148 _ 


Ax 


Ax—0* 


=2; 


Ах 


2. 


Ene . 0 
Г)= lim —=0. 
fq) Ru : 


Segue o gráfico da função 


Dex. x<— 
f(x)24-2 IxI€ 2. 


2х-6, x>2 
Pamo 
Ax>0* 


2 (24 Ах) -24 (2) _ 


f C2 )= lim e 
2(2+ Ax) -6-2x+6 | 
Ax—0* Ax E 


2 


4 
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гээн . 2-2 
f (1)2 lim ---0. 
(1) i A. 0 


Segue o gráfico da função 


. x!-l se lx <1 
6. Seja f(x)= : 


1-х, se bj>1 


a) Esboçar o gráfico de f. 


b) Verificar se f é contínua nos pontos -1 e 1. 


Temos, 


с) 


d) 


7. 


lim f(x) = lim1-3^)-0- FO 
lim Ја) = limG? -D =0 = 70) 


Logo, f é contínua em x=/. Analogamente, f é contínua em х--1. 


Calcular /(-Г), ГГТ £1) e f'a). 


ау ro 1+ Ах)? -1- (= +1 _ 

f Cl )= lim pe --2. 
2 2 

у (7) lim E82 -1-(-І =2. 


Ax 
ш (+09) 148 _ 


f (1) = lim pm -2. 
ano (I+Ax -1-Р +1 _ 
fa pr M e 


Calcular f'(x), obter o seu domínio e esboçar o gráfico. 


А 2x se Ixkl. 
Г = р-К-1-14| 
=2x se 1х1>1. 
Segue o gráfico: 
f ' (x) 


Encontrar as derivadas laterais, das seguintes funçóes, nos pontos indicados. 


Encontrar os intervalos onde f(x) >0 e f'(x) < 0. 
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(a) 


x,x<l 


Temos fo) =] 


Lx»1 


ХИЙЛ 2220 


Ах-0" Ах 
МЕ 223-1 
Ах—0 
ғо) l, x«l 
x)= 
0, x>1 


Portanto f(x)é>0 em (-00,1) 


(b) 
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2х-4,х>2 
—2x+4,x<2 


Temos f(x) = | 


Ређе lim Д2%А9-4-2244 , 
Ax—0* Ax 

уела –2(2+Ах)+4+22-4__, 
Ахэ07 Ах 


2, se x>2 > f'(x) > 0, em (2,00) 


-2, se x<2 > f (x) < 0, em (00,2) 


(c) 
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—3x+6,x21 
3x,x <1 


Temos f(x)= | 


пиа eA 53 
Ах 


>0* Ax 


3 


Per ш. Ax ш 


r=] 3, зе х<1 > f()>0em(-o,) 


-3, se x>1 > fU(x)<0,em(l,o) 


6.11 - EXERCÍCIOS - pg. 269 


2 2 2 
1. Calculando as integrais /, = 2 Г, = | хах е L, = fax, obtemos: 
1 


1 1 


І, = L, 1, -3 e 1, =1. Usando estes resultados encontre o valor de: 


2 РА 2 
a) Г6х-04-6|хах-|ах 
1 1 1 


36:2-1-4 
2 


2 2 3 212 
b) [BxGee ax = f (2x? +2x)ax = 25-4 22 
1 1 1 


o сыиы ESOS 
205271 та 


с) e-ga -3x+2)dx 


1 


27-45 pal 
3 2 


7 9 ]14—27 412- 7-1 
+2= = 


3 2 6 6 


2: 2 
d) [Gx«2Y dx= [Ox 12x 4) х 


1 1 
za) vdd 
3 2 


=21+18+4 = 43 
2. Sem calcular a integral, verifique as seguintes desigualdades: 
a) Г 3х? +4) а x> [| 2x? +5) d 
1 1 


3x! +4>2x +5 

ax ^ -4-2x'-520 

x -120 

(x-D(x+1)>20 > хе (Co -IJU[L+oo) 


Portanto vale para xe [1,3] 


b) 81 Em 
LT ME 2 4 
1,1 х 
x 2 4 
doo 
x 4 2 
4+ x° ZE 
4x 2 
2 
4+x _1<0 
4x 2 
2 
4+x +2х ¿o 
4x 


1° Caso: 4x «0e x? +2х+4>0 
x<0 e (х+2) 20 


Portanto vale a desigualdade em [-2,—1]. 


с) | senxdx>0 
0 


senx20 para xe [0,7] 


л Зл 
Temos сов x < 0 para хє БЕ Portanto, —cos x > 0 para хє БЕ 


тэ 
x 


1 0 
3. Se [г ак==, calcular ve dt 
0 1 


7 


Р-Р а=-|Уё a = 5. 
1 0 0 
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. Se [9cosr й = 22, calcular [-cos' 0 do. 
0 0 


ЕС 040- -f cos? tdt =- 


0 0 


ТТАР а 
94 4 


O > la 


1 
9 


. Verificar se o resultado dos seguimentos integrais é positivo, negativo ou zero, sem 
calculá-las. 


20 
2) Í dx 
x dA 
1 
Iu ud 
1 


20 > х+2>0 = х>-2 


x+2 
Resultado positivo, porque f(x) = = > 0 рага xe [0,20]. 
x 


27 


b) [sent dt 


0 


27 27 


É nulo pois | sent dt = [sent dt + | sent dt e 
0 


0 л 


л 2л 
[sent dt = - | sent dt 
0 


Л 


o)  [Qxe1)ax 


2 


f(x) = 2х+1 
2Х+1>70 > 2х2-1 
Pa 
2 


É positivo, pois f(x)=2x+1 é positivo para xe [2,3]. 


4) f(x? -2x-3) dx 
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Ғод-х-2х-3 
х? —-2x-3>0 
(x-3)(x41)»0 
f(x) «0 para хє (- 1,3) 


Resultado negativo. 


6. Determinar as seguintes derivadas. 


a Crea ar 
ах 5 


Vemos que IET +4 dt _ (+4) 
2 


Observamos que o resultado obtido é garantido diretamente pela proposição 6.10.1. 


dt 2x 
dy 5 x +9 


b) 


j 2x 2y 


d 
Pela proposição 6.10.1, temos que: — x = 
Шы ы q dy 5 x +9 у? +9 


а 9 
с) = fi sent dt 
do *, 


Pela proposição 6.10.1, temos que: 


d 0 
— ІШ sent dt = 0 sen6. 
do *, 
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7. Em cada um dos itens a seguir, calcular a integral da função no intervalo dado e 
esboçar o gráfico da função. 


~ -1<х<0 
a) f(x)- em [-1,1] 


5, 0<х<1 


[годах лоо аа суд 


= [0x+5) d+ [5 dx 
-1 0 


2 


=-1+5+5=9 


b) f(x)=lsen xl; em [-7,7] 


senx, 0<х<л 


о = 


—senx, —Z < x<0 


л [0] л 
flsenxide= [- зеп х ду + | sen x dx 


р -- 0 
= cos x), - cos x]; 
=1+1+1+1=4 


484 


f(x) 


T т? 2 T > 
c) Р(х) =21х[; em [-11] 
од 2x, х>0 
х) = 
-2х, х<0 
1 0 1 
|21хїах- [-2хах+|2хах 
-1 -1 0 
27º 27! 
=-2=-| 420 =+1+1=2 
2 2 
-1 0 
Jf (x) 
! ! 4 
el 1 
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d) /(ә-х-Ш; em [-1,1]. 


1 
Хх----х se x20 


0 1 

Ja Baez 

2 "(2 5 2 
3 <] 1 a 
=D. | +. 

2 2 í 2. 2 I 
-3 1 -1 
= — + — = — 
4 4 2 


f(x) 


E 
! 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 


е) f(x)=senx+Isen хі em [—Z,Z]. 


2senx, se senx>0 
O , se sen x<0 


ко 


л 0 л 
Гбеп x+ sen x |) dx = [0 dx+ [2 sen x dx 
= 0 


=0+2[—совх] 
=2(+1+1)=4 


486 


f у(х) = sen х+1соѕ xl em [-7,7]. 


sen x+cosx, se cosx>0 


sen x— cosx, se совх<0 


гн 


=£ л 
T 


jro dx = [ (sen x—cos x) de (беп х + cos х) ах + 


m -mT 


(sen X — cos x) dx 


nha и а 


$ 


[- cos x — sen хр. +|- cos x + sen х, +|- cos x= sen x] 


2 2 


БЕШ] 


=1—1+1+1+1+1=4 


=== 


1/2 


Mostrar que: 


a) [зеп 2х .соѕ эхх = 0 
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= [5 Беп1х + sen (-3)x] ах 
1% 11 

== | senTx dx +— | — sen3x dx 
22- 25. 


225 ахан жээ 
XT "m 8- 


-1 1 
=— (—1+1)+— (7-140) 20 
га CR Ep 


b) [cos2x . cos 3x dx=0 


=T 


= b [cos 5x + cos x] dx 


m 


--| cos5x dcl | cos x dx 
228: 2 


11 ro 
=—.— зеп5х| +-sen x 
25 ix 22 T 


=0+0=0 


с) [sen5x .sen 2x dx 0 


-m 


= b [cos 3x — cos 7x] dx 


T 


=L | cos3x а-1 | cos7x dx 
22 2-8: 


-0-0-0 


9. Se f(x) é contínua e f(x) < М рага todo х em [a,b], provar que 
b 
| f (x) dx < M (b — a). Iustrar graficamente, supondo f(x) 2 0. 


Como f(x) é contínua em [a,b] e f(x) < М para todo x em [a,b], 


[fco ах< [M dx = Mx]?- M (b-a). 
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f(x) 


= 


Observamos que na figura utilizamos o valor máximo absoluto da função no 
intervalo [a,b] como M. 
10. Se f(x) é contínua e m < f(x) para todo x em [a,b], provar que 


b 
m(b=a)< | f (x) ах. Ilustrar graficamente, supondo т > 0. 


Сото f é contínua em [a,b] ef(x) 2m Ухе [a,b], temos que: 


го) ас» [m жеті dx=m(b-a) 


b 
ou | Го) dx2 m b -a). 


| 


V^ 
a 


Observamos que na figura utilizamos o valor mínimo absoluto da função no 
intervalo [a,b] como т. 
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11. Aplicar os resultados dos exercícios 9 e 10 para encontrar o menor e o maior valor 
possível das integrais dadas a seguir: 


Neste exercício tomamos M e m, respectivamente, como o valor máximo e o 
valor mínimo absolutos da função no intervalo de integração. 


4 
a) | 5x dx 
3 
M =20 
Temos que 
m=15 
Portanto, 


4 
15(4-3)< [5x dx < 20 (4-3) 
3 


4 
15 < [5x dx < 20 
3 


4 
b) | 2x? dx 
-2 


f) 22x? 0.(4+2) < [2х7 ax <32 (4+2) 
m= f(0) =0 : Е 
М = f(4)=32 0< [2x^dx «192 
c) Пх-Пах 
f(x) x-1I 
m=f()=0 
М = f(4)=3 


0.(4-1)< аза) 


4 
0« fIx-11dx<9 
1 


4 
а) [(x*-8x? +16) ах 


-1 


Р(х) = x! - 8x! +16 
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FED =1+8+19 =9 
т = f (2) =16-32+16=0 
М = f(4)=256-128+16=144 
4 
0. (4+1) < ГЕ — 8x? +16) dx<144(4+1) 


+ 
4 


0< ((x* -8xº +16) dx < 720 


-l 


Nos exercícios 12 a 34 calcule as integrais. 


2 
12. [t х?)ах 
-1 


= [с х") ах 
-1 
х 55] т 
1 5 25 
8 
10 


13. (С -4x+7)ax 


3 2 
=48 
2 
dx 
14. | — 

E 
ze 
-5| 5\32 
- 

160 


9 
15. [2t vt at 
4 
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| 
~ 
pla 


| 
+ —F 

N 
~ 
>. 
~ 
| 

N 


|| 
кә 
ол | кә оо 


1 
_1y+1) 
3 
0 


2 2 
-| 4 = 
3 | 3 


2л 
19. П sen х | dx 
0 


ы 
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T 27 
= [sen x ду + f-senx dx 
0 0 


= —cosx]; +cos хр" 
= —со$ T + cos 0+ cos 2m — cosa 
=1+1+1+1=4 


5 
20. [122-414 
-2 


5 [Сада јога) а 


-2 2 


Ü j t? | 
=|-2—+4 412---4 
2 -2 2 2 


=–4+8+4+8+25—20—4+8 
= 25 


4 
21. fix? -3x21dx 
0 


1 2 4 
ГЕ —3х+2)ах+ |- (x -3x +2) 4х + f (1 -3x+2) dx 
0 1 2 


x x j Ж? x? Ч х Xx у 
=—-—3—+2x| +| -—+3—-2x|| +| —-3—+2x 
3 2 ^ 3 2 ' 3 2 : 


o CARD он ~ s чу 
3 2 3-2 3 2 Зи 2 ЗГД 
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сад фе OO 
3 9 
zin 229 54404 
3 
° dy 
241120 
5 2:9] 
0 
2109-2), «(ad 
EC NEEDS 
22 
15 
5 
24 [42x-1 ах 
1 
5 
doner 
P 
2 I 
==24(27- E 
3 3 
4 
25. | B 
БИ ЕРІН 
u=Vx+1 
| 
du = dx 
24 x 
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3 
26. | хуч х ах 


0 
u=x > du=dx 


dv=WV1+xdx > v=[(1+x) dx 
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Ши) COS x 
5 (1+ senx) 


u=l+senx 


du = cos x dx 


нө“ e 22-ЕЭ 


25 
64 
4 
29 [Qx«1) dx 
0 
4 
_ 1 (2x+1} E 
2:-4 
2 15 


30. (+ 


-íl 2x? + 10x Јах 


ТЕЛЕ gus 


| је 


2 


2 2 
ВР ДЕ ара V10% 
2 3 

2 10 


Y (+ 02 (7) 


Es 


22424595 


3 
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5x +7x?-5x+2 


2 
x 


31. dx 


nem 


x? x | 
-5--4-1Хх-5111х142-- 
2 -1 


1 


=52+72-502-1-2-7+51+2 


АРУ 
2 
2 
32. [xinxax 
1 
u=lnx > dii Bs 
X 
х? 
ау= хах > get 


(8+27)-2(-2+3)-( =-=) 


2 39 
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34. 


35. 


0 


х? +8 
- x+2 


dx 


-l 


Dividindo os polinômios, obtemos: 


0 3 0 
-[4 t =-[ (2 2x) 
а ый 
3 2 0 
=142 92 44% 
3 2 - 
е Б Кы | 
3 3 


Seja f contínua em [-a,a]. Mostrar que: 
a) Se f é par, entáo | fO)dx=2 | f Go). 
-а 0 


Seja f par. Então f(-x)= f(x). 


[ro dx = [лоза год dx 


= fr» а | уо) dx 


Fazemos uma mudança de variável na primeira integral: 
u=-x> ди = -dx 
x=0>u=0x=-aDu=a 


Temos: 


[ro bcc dur Го) dx 
= “| лө ах 


= 2| roo dx 


E interessante verificarmos geometricamente, conforme ilustra a figura que segue: 
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-а а 


b) Se f é ímpar, então | f(x) dx = 0. 


-а 


Seja f ímpar. Então f(—x) =—f (x). 


ІШПЕ [годах | fo) dr 
-а -а 0 


= |- fcd Го 


Fazemos uma mudanga de variável na primeira integral: 


u=-x> du=-dx 
x=0>u=0x=-a>u=a 


Temos: 


года [адаи | годах 


- адаа | ода 
0 0 


=0 


E interessante verificarmos geometricamente, conforme ilustra a figura que segue: 
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36. Usar o resultado do Exercício 35 para calcular. 


a) P sen x dx 


-7 


f (x) =senx é função ímpar. Portanto, 


ЈЕ senx ах = 2 [ senxdi -0 


b) [OS ах 
л T 
f (x) = cos x é par 
27 
= = | cos x dx 
По 
E sena аг 0-0 
л o T 
1 
c) PG + x? јах f é par. 
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6.13 - EXERCÍCIOS - pg. 278 


Nos exercícios de 1 a 29 encontrar a área da regiáo limitada pelas curvas dadas. 
1 
1. о ыт ye y==x+2 


A Figura que segue mostra a regiáo dada. 


2. у? =2хех? = 2у 


A Figura que segue mostra a região dada. 
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3. y=5-x ey=x+3 


A Figura que segue mostra a região dada. 
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x +x-2=0 
y=1E 148 
2 
ужиг 
2 
РЕЗ 
2 


215253219 
1 2 l 1 
= [eram ene = (1-4)+3(1+2) 
-2 -2 
-l C343 3 
2 
-3 -3+18 15 
=—+9= =— 
2 2 2 


A-p _ 15 _ 24-15 22 
2 2 2 


1 
4. --х ey=6 
y 6 y 


A Figura que segue mostra a regiáo dada. 


ж 
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6 3 
A = [2x a = 18 НЕН 
16 63]. 1 


-6 


A = 72.—24 = 48 u.a 


5 y=l-Xey=-3 


6. х+у=Зеу+х? =3 


A Figura que segue mostra а região dada. 
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7; х= у?, у-х=2, у= 2еу=3 

A Figura que segue mostra a região dada. 
Sejam: 

A - a parte da área acima do eixo dos x, de0 a 1 
B – a parte da área acima do eixo dos x, de 1 a 9 
C — a parte da área à esquerda do eixo dos y 


D – a parte da área abaixo do eixo dos x, de 0 a 4 
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Cálculo de A: 
1 
5 
А = [+94 


1 
3 
2 


РЕ pr m 


El 3 
2 do 
A23.2.15-4 11 
2 3 6 6 
Cálculo de B: 


9 
A, = [3dx - 3x] =3 (9-1)=24 
1 


! 3| 3 3 
2 1 
ол 1252. 20 
3 3 3 

Cálculo де С: 

1 ї x2 : 1 
c=|@+x-C2)ax= f (4+ x) de =4x + -4(0-4)*-(0-16)-8 

-4 -4 -4 


Cálculo de D: 


»- lat -2)Jax -ЇЕ Ма +2 ја = 


Área total = А +В+С + D = 


11 20 8 115 
+ +8+— = и.а. 
6 3 3 6 


8. y=x-xey=0 


A Figura que segue mostra a região dada. 


9. y=e",x=0,x=ley=0 


A Figura que segue mostra a região dada. 
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je ж-е =e-lua 
0 


10. x=yex=y 


A Figura que segue mostra a região dada. 


a 


i пе и 
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ll. y=Inx,y=0ex=4 


A Figura que segue mostra a região dada. 


=41n4-4-1In1+1 
= (4 1n4-3 )иа 


12. y=Inx,x=ley=4 


A Figura que segue mostra a regiáo dada. 
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[аа =4х|] =4(е*-1) 
1 


et 
1 


[nx dx = xln x— x] 
1 
= е Ine* -e* +1 
=4e —e* +1 
A=4e* -4-4e*+e*-1 


= (е – 5) ила 


13. y=senx y=-senx, хе [0,27] 


A Figura que segue mostra a região dada. 
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т 
[senx dx = —cosx[; 22 
0 


А-4х2-4иа. 


14 =COSX у= –с05х, хе ЕА 
dE 4 i 272 


A Figura que segue mostra a região dada. 


15. y=coshx,y=senhx,x=-lex=1 


A Figura que segue mostra a região dada. 
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1 
A, = [cosh x dx = senh x], = senh1— senh(=1) 


=] 


0 1 
А,- | senhxdx = | зепһх dx = cosh xl, =coshl – cosh 0 
0 


-1 


А = A, — A, + A, = senh 1 — senh(—1) 


16. у-ірх,х-деу-і 
A Figura que segue mostra a região dada. 


ж 


y 


n/4 
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А, = [tg x dx == Inlcosx lj 
0 


JB 


= —]n +Inl1l 
2 


22102 
2 


17, y=e*,y=x+lex=-l 


A Figura que segue mostra а região dada. 


18. y=sen2x, y=x+2,x=0ex=z/2 


A Figura que segue mostra a região dada. 
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19. y=-1-x, y =-2x-4 


A Figura que segue mostra a regiáo dada. 
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3 


3 


2 

зонах =9+12-1+4=24 

+ + 

3 МЫ 
- (1-20) = x+ шаш =. 

: | 3 3 
424-0_9-40_32 

з 3 3 
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4л/3 
А-- (222527 
л12 2 


El 2 
A, =— - jas : 2 i 
л 


5л 2 10 
3 1677 1 3 47 3 r 


1 3 
—. Р . | .—+— 
л 9 2 10 3 57 4 2 10 
_8T 27 Зл | 37 5л 


15 5 40. 20 24 


A- У3, 3r 
2 24 
1 


21, ук =. y=2x+lex=-3 


=” 


A Figura que segue mostra a região dada. 


0 
І 
A= dee mbi «ший 


= n 4 


0 0 
1 
2x+1) dx = са =-24-= 
ын | 2 | 4 2 


11 
л=-|-&=-ш{[,=ш3 


2 2 > 
Аса | (26:1 а рамы 
: 2 2 
-1 1 
(4142 1 
4 4 


A — In d- ТЕРСЕ hn 
4 4 


1 
22. x=y ey=->x 
jeg 


A Figura que segue mostra a região dada. 


23. у=4-хеу=х’-14 


A Figura que segue mostra a região dada. 
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-7(1-3- (49-25) 


= (27)+7(10-7)-Ż (100-49) 


ЖТ Те. 
2 
да Зө: тайы а 
3 2 6 


25. у=>7,у=2 'еу=4 


A Figura que segue mostra а região dada. 


о --- 
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2 
A = f4 dx =4xẸ, =4(2+2)=16 
=> 


26. y=arcsenx, у= лі2ех=0 


A Figura que segue mostra a região dada. 


ж 


1 
A, = [arc sen х dx = 
0 


Usamos integração por partes: 


[arc senxdx — arc senx.x- [x 5 
1-х 


-1 (1-х2) 
= xarc sen x - — ——— +c 
2202 


N 


A, = xaresensa 2-1 
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27. y=2cosh>,x1=-2,x=2e y -0 


A Figura que segue mostra a regiáo dada. 


> 
П 
T 


N 
= 


2 2 2 
A= [2соѕл dx =2|[2cosh = dr=4fcosh > dx 
-2 2 0 2 0 2 


2. 
=8senh z = 8 (senhl — senh 0) 


0 


28. y=x-2ey=2-(x-2) 


A Figura que segue mostra a região dada. 
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29. 


(d 41 222. (х-2) | 
А, -|р-(--2) Jaca] 


! 1 


2 2 2 
^ [tear aja ene -;4-)«2(-1) 
1 1 


"E РЕ! 

2. 2 
PSU TERT no дату LUE 
8-9 6 ^6 3 


y-e'-Ly--xex-l 


A Figura que segue mostra a região dada. 
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[ђе] =e-1-1=e-2 
0 


30. Encontrar a área das regiões S, e S,, vistas na figura a seguir 
As Figuras que segue mostram as regiões dadas. 


Região 5, 


Região S, 
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E se e oi e ic ju e 5858 q tt араак em mt m 


= 


L--. ===> 


6.15 - EXERCÍCIOS - pg. 290 


1. Dar um exemplo de uma função contínua por partes definidas no intervalo [-4,4]. 
Muitos exemplos podem ser criados. Segue um deles: 
-1, -4<х<-2 
f(x) =a x+2, —2<х<0 
xX —3, 0<x<4 


2. Calcular a integral das seguintes funções contínuas por partes definidas nos 
intervalos dados. Fazer o gráfico das funções dadas, verificando que os resultados 
encontrados são coerentes. 


==“ ere 
a) /(х)=+—х,—1<х<1 


х?,1<х<2 


1 = E- х dx + [- х ах + [ х dx 


+ 1 2 


2 3 
x -Х X 


1 8 1 1 8 1 
=—————+—+———=0 
2 3 2 2 3 3 
Segue o gráfico que nos mostra o valor zero ao analisar as áreas acima do eixo dos x 
e abaixo do eixo dos x. 
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х,0<х<1 
2x,1<x<2 


b) (со = 


I= [x dx [ 2x ax 


2 
+ 
2 0 
S ee 
2 2 


Segue o gráfico, o valor pode ser observado numa análise geométrica da área 

assinalada formada por dois triângulos e um retângulo ou um triângulo e um trapézio 
a 1x1 1x2 7 
retângulo: Ағға----1х2------. 

2 2 2 


J 
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2,-3<x<-1 
c) | боје |x], —1<x<1 
2,1<х<3 


1 = E дах + [|| dx+ [2 dx 


=2.2+1+2.2=9 


Segue o gráfico e o valor роде ser constatado geometricamente pela soma da área de 


. -— ( 1x1 
dois quadrados com dois triángulos: Área = 2x 22 + 2x -3, 


ж 


у 


3. Calcular а integral das seguintes funções contínuas por partes. 


Л 
Sen L 


a) Р(х) = 


ОШ 


Г = [2 sen 2x dx + Іні» cos x) dx 


л 


"+ (x+ sen x) 
0 2 


= bod: 2x 
2 


1 T л 
= –— [eos z —cos 0]-- | л + sen z - – sen — 
2 2 2 


1 TT 
--——|-1-1|4- —-1 
A +5 


Eq de 
27574 
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---,0<х<2 
b) f(x)24x-*1 


0 x+1 
(01 
= Ја SE en 
E 3 
2 
3 
= ap 2-1 
3 3 
1° 
= ln 3+9-— 
3 
6х,0<х<2. 
c) fG)- 


TT л 
cos3x, — < x < — 
4 3 


ada E 
I- f tg кыа 3х ах 


z | 3 
= In Бес ER + rdi 3x 
л 


ка ы 


TT 1 3T 
sec —| — Insec0| +—5еп Z — — sen — 
4 3 3 4 


- у -в1+0-152 


= In 


O 2 
6 


4. Encontrar a área sob a curva y=e *,x>0. 


+оо : b _ 
1-1 e^ dx= lim | e“ dx 
0 


В+ #0) 
| -x | Р -8 0 
= lim-e =lm-e'+e =1 
bs +% 0 b— +œ 
A=lu.a. 


Segue a Figura com a área assinalada. 
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+оо 


1 
5. Investigar a integral imprópria [к= 


+e 1 
1 = f Ey dx 


= lim ( (х-5) dx 


b—+eo #7 


A integral converge. 
6. Mostrar que IE é divergente 
EE 


1 
b == 
I-lim| x?dx 
b—+ 41 


г |Р 


lim 2x? 


b—+% 


1 
t 
= lim 2.5? — 2 = teo 
b— +% 


A integral diverge, pois o resultado obtido foi infinito. 
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0 
7. Verificar se a integral | e» dx converge. Em caso positivo, determinar seu valor. 


—oo 


: 0 4, 
I= lim | e” dx 


= lim e) = ШЕ -1e [iie 23 
а-»-о 5 а а-ә 5 5 5 5 5 


A integral converge е о valor encontrado está explicitado acima. 


b 
8. Dar um exemplo de uma função f, tal que Jim | f(x)dx existe, mas a integral 
-b 


imprópria | f (x)dxé divergente. 
Vamos dar como exemplo a função f(x) = x. Temos que: 
2 b 
lim Í xdx= lim À 


b—+% 4-b boto 2 
=b 


[ хах = r xdx + [ хах 


е 
b 


2 

p : b : x 
[хх = lim x dx = lim — 

0 ђ—>-оо dO b>+0 2 
0 

2 


= lim — = +00 
bƏ+ 2 


Portanto, | xdx diverge. 


9. Encontrar a área sob o gráfico da curva y=(x+1) 2, x215. 
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-3 b 


uS 3 
[ +12 de= lim | (x+1)2 dx 


ро #15 


г? 


= lim -2(x+1)2 


b— +% 


15 


іно быу 2 abs 


b— +% 


|| 
189) 
TT: 
— 
eu 
юе 
ы A 
|| 
~ 
ajo 
|| 
о | 


А-1 

2 
A Figura que segure apresenta a área indicada. Observe que para facilitar а 
visualização da região o eixo dos y foi deslocado para a posição х=10 ao invés da 
tradicional posição x=0. 


; 1 
10. Encontrar а área sob o gráfico de y = сар para х>1. 
x+ 


( 


Der dx= lim "(x +1) ° dx 


х+1) ђ—> +00 el 
b 
zd 
bat са!!! 
. -] 1 1 
= lim ——4—-— 
bo b+] 2 2 
2 
2 


Segue a Figura que mostra a área calculada. 
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0.8 


0.6 


0.4 


-0.2 


11. Engenheiros da Petrobrás estimaram que um poço de petróleo pode produzir óleo a 
uma taxa de: P(t) = 80e ??" —80e ?" milhares de barris por mês, onde t representa о 
tempo, medido em meses, a partir do momento em que foi feita a estimativa. 
Determinar o potencial de produção de óleo desse poço a partir dessa data. 


1=[ [Bo e% -80 e" Jar 


= 80 lim [fe ео Jar 


ђ— + 


-0,11 


= 80 lim | 21 om 
i^ 0,04 


b 
0 


Я 
+—е 
Я 


е 
‚1 


= 80 lim AL oo dy + EN. olo 
цан DA 004 0 0,1 


=sopt_L 
0,04 01 
= 80 [25-10]=80.15 =1200 


O potencial do poço é de 1200 milhares de barris de óleo. 


12. Investigar as integrais impróprias seguintes. 


0 
а) | e*dx 


—oo 
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0 0 
lim | e? dx = Іште" 


а-о dd а--»--со а 


~ 
| 


= lim е-е“ =1 


a—— 


A integral converge. 


0 
b) | хе“ dx 


[0] 2 
I= lim | хе“ dx 


а-о жа 
0 
: ] р 
= lim-—e 
ao 2 
а 


«imo! 


A integral converge 
с) [ахах 
1 


b 
= lim | In x dx 
Во 


~ 
| 


= lim (x In x- х), 
b— +% 


= Jim (b Inb—b)-(11n 1-1) 
lim b(Inb-1)-1 


= +оо 
A integral diverge. 


+оо 
dx 
d | 
3 9 
"x ‚ ы л, += dx 
Como a função integrando é par podemos verificar a convergência de / = 1 go 
x + 


Temos: 
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+оо 
E 
0 E E х +9 bos 


Lou Du а РРР? 0 
je e rra 


= —arc tg oo 


= dx 
e) | 5 
„ X(In x) 
Та ace 


bas ШЬ Ine 
A integral converge. 


` 4dx 

2 Em 

1 - lim (^ 2X = tim4m (x1) 
5-40 х +] b=% 0 


= lim4In (b+1)-4In1 


= + оо 
A integral diverge. 


g) | re "dx,r>0 
0 


b dx 1 
imf — = lim —arc tg > 
0 3 3 


a 


0 
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b 
I-lim| re "ах 
р 
> -ҮХ b 
= lim |-е 
b—oo 0 


-]lim- е7 +e) 21 
b—oo 


A integral converge 


| 4x? 


h) PCENAS dx 
(х +3) 


—oo 


Temos que f(x) é impar; basta analisar [7 f(x)dx. Temos: 


b— +% 


I= NET = lim d +3) 4хах 


| 
3 


| Е 
lim === 
(b 43 3 3 


too 3 
A integral I converge е | dx = 
X + 


—oo 


, no intervalo [0,4) . 


13. Determinar a área sob a curva y = 


4-х 
т={ ах 
044—x 
- lim “(4 -ху/ах и-4-х 
s>4 " | di = -dx 
E da) 0 - [маи 
= Ііш-24-х)” +2.4' “ou? 
=4 
A=4u.a. 


14. Investigar as integrais impróprias. 
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4 Í dx 


41-х 
s dx 
I= lim | — 
s—1 “0 4/1-х 
= lim- 21-х 


sol | 
= lim-2/1-s+241 
5 
=2 
А integral converge. 


x x ох 
тах š 1 -2 
— = lim | x “dx 
0x r>0* dr 
1 
2-1 
= lim — 
год“ X Ë r0* 


A integral diverge. 


: x 
= lim arc sen — 


5-3” 


0 


- йк eia 


r 


. 5 
= lim arc sen З — arc sen O 


53. 


A integral converge. 
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d) 


Í x dx 
425 = 


I = lim [| (5-х Ps dx 


= lim — 25-x!| 
0 


55 
= lim- V25- s? + 425 
sos 
=5 
A integral converge. 


е) ах 
a; 
талыг та 
-21-х =x 
= lim PA lim r 
5 -21 1-х мг ] — x 
= lim —x—In E 
= lim- s- In - s|+ (-2)+ In |] +2| 


sl 
= —1 – го + (-2)+In 3 


A integral diverge. 


To -4/х 
e 
f) dx 
о AX 
EE 
le +o e 
[=| — ах + ах 
"ro AR 
- - 
іе be 
= lim | — ах + lim — ах 
roo? dr Jx tim | Jx 
Temos 
1 
I = lim —2e “| = lim-2 e” +2 e” 
>0* r r>0* 
-2 
= —+2 


L= lim -2e* | = lim gua pata ан 


ђ— +00 10 рю 


Portanto, a integral dada converge e o seu valor é 
2 2 


Т=—=+2+^=2. 
е е 
> dx 

g) 
| = 


х-1у 2 (х-1) 
2 b dx 
= +1 
lim |, (x —1y jim |, (x —1y 


Temos que: 

dx -1 
li ——= Ни 
lim f (x—1) 2 2(х-1) : 


sime s = s! 
rar 2(2-1} 2(r-1) 

= +oo 

Assim, já podemos concluir que a integral diverge. 


15. Verificar que E] | dr, +[ zl- 0 mas a integral imprópria [2 — diverge. 
r>0 x : X 


-1 -1 


im) al a = mln] еш) 


r>0 = x r>0 
= lim [In r - In 1 + 18 1— 1n r]=0 


Mas, 
SS BE ах 


12 тах 1 
— = lim | — = = lim In Е 
0 x гә0* *r x r 
= lim In 1- In r 2 — co 
r>0* 
e dx 
Portanto, | — diverge. 
x 
-1 


4 
16. Encontre os valores de n para os quais a integral f x"dx converge (пе 2). 
0 
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4 4 
I-|x'dx-lim| x" dx 
0 r>a0* “ғ 


n=-1 > I-limln Х = lim (In 4— In г) = оо 
r0* А r=>0* 


4nd p 
= lim — 
год  n-l n+1 


ntl 4 


4 
пж-і > I = lim Í x" dx = lim 
r>0*90 root и +1 


r 


4n n+l 
n<-1 > I=lim = = + 
n+1 п+1 


Logo, converge para п 2 0. 


540 


CAPÍTULO 6 


6.2 - EXERCÍCIOS - pg. 246 


Nos exercícios de 1 a 10, calcular a integral e, em seguida, derivar as respostas para 
conferir os resultados. 


dx 
X 


2 з ж 
[or + очен" ee 


al Л 


3: Пах + bx + 3c)dx 
x х 
=a—+b— + Зех + С. 
5 4 


£ “ыкы” SA aus udo uq О О Ep Bue 
ах 5 4 5 4 


4. (+ + la 


443 


es -3) dx 


5 3 
(г -12x 9) 45 125 9e сес -4x +9x+e. 


4х 5 


[ dx 
sen? x 
-2 
= | sen х dx 


= cossec? x dx = —cot g x+c. 


d " 220 
—(— cot g x+c)=cossec x= S 
dx sen x 


(Sy car tene Je 288122 eo ecc ai -12 494 


444 


"EL MC 42 3 1 2 
-(|/2.у:--т-. Ja- rn 2 +c 
| MO E E 
2 2 
24/2 3 | 2 
——у'——=—.у'+с=/2у|—у-—1|+с 
g 9 ug" Е | 
а(2/2 3 2 a 2⁄2 3 , 21 ` b i 
2 л 5 21201: DA У 2212 а. ме. == 2 
ах| 3 ote] 20.29 1, dE cs 
“== 
y2y 
e 
3,43 3 
а 42-21 42 
— | — arctg t +c |=— > = 
dt 3 1+1 3t +3 
[x3 x ах 
DEP 
Joao S te 
2 
d(2 2 2 9 : 3 
—| = х +С |= — — = Jx 
412 J 9 2 
5 <s: 
ЇЕ => l x 
x 
2. -1 -3 2 
= [+2 "ax = кол кы 4g uf mE -— 
-] -3 2 x 3x 
dae 2 1 2x -2 —1.9х? 2 1 yx el 
БК som Lira na С nm um кю d 7 
ах|2 x Зх 2 x 9x X x x 


445 


Nos exercícios de 11 a 31, calcular as integrais indefinidas. 


и. [——4& 


= Ë E ПЕЕ 
x +1 


12. 


-1 


fex?) кохе, 
x x 


13. 


3 dx = [1g x.secx Ду = весх + с 
cosx cosx 


14. H dx 


=Í 2 dx = Загс sen x + c. 
1-537 


4 
15. hv 


|— а = ас sec x + c. 
xyx -1 


Е о 


16. dx 


2 
X 


= [о =9x+6-2x + x ° јах 


3 2 
клан ав буган 6 
3 2 x 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23: 


[SD 


с зүй 
а 
2 


E a 03 
+1ај| + c 7 —e + “Іш + с. 
2 3 


| сове. tg 049 


= [cos 6. sena ад = | зепбад = — cos& + c. 
cos O 
Ге -е “ах 


- [2senh хах = 2cosh x + c. 


[a+ re Ne Me Anat 


zou cu ла. 
2 3 4 5 
2 5 
Ї 23 34 4 A 5 8 
=—+— + +t вс 
2 3 4 5 6 
-1/3 
ТЕ 24 
х 
(Jas 
x 
хэ 1 
= г 2181х1+с= 3х * – 51а 1х1+с. 
E 


| X – 42е! + cosh гуаг 


= ; 2e + senht +c. 


Бес! x(cos? x + Ddx 
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24. 


25, 


26. 


27. 


28; 


29; 


А І 3 2 ах- 
= 2 .COS X-Ssec x X = senx +12Х t c. 
COS x 


dx 
| — a= 0, constante 


(ax) +a 
=Í Ga =Í dr zd arctg x c 
ax + a° a(x4) а? 
2 
-1 
[5 dx 
x +1 


IE sc» dt 
= [24-27 23 хайна di 


afe 4р -0+и+2) а= 116 -2r safa 


2 
7 ПЕЕ 
x +1 


4 3 2 4 3 
Нанда e eo лыг 
2 3 25. 


2 
6 - her + ye 


-2 


E 


= ыу БАЙ quam E x +c. 
5 -2 5 2 
4 
[ d 
xin x 
=Í mg -2| = пи ме 
m X 


fis 2х cosec2x dx 


2 
senx 1 2 
[=== 5 dx = | sec x dx = tg xc. 
COS! x sen x 
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30. (6-9 (х+1)°ах 


-|У-2х41Д 2 +2x+1)dx 
= [Go +2 +x? 21 ax! - 2x x! +2x +1)dx 
x 3 


= f(t -2x +1јах ==—-2— xc 
5 3 


31. 


ЇЕ onde ne 2 
23) 


Sen=0, f-2dt=-2 +c 


Sen=1, Í ы = [££ ниче 
218 


2 


32. Encontrar uma primitiva Е, da função f(x) = x^" + x, que satisfaça F(1)=1. 


2 É x 
FG) = [bé + ја "ws 
3 
3 2 
ШЫ ш. 
ИДЕ pon 
5 
s E Аы 
10 10 
2 
= 
5 2 10 


33. Determinar a função f(x) tal que 
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[ годах = x° +00 2x+c 


E x + PON 2x+c|=2x+ Рр, -2х- sen2 x. 
dx 2 2 
34. Encontrar uma primitiva da função f(x) = E +1 que se anule no ponto x = 2. 
x 
1 22 x! 1 
Е(х)= | — +1 dx = [lx mi 
x -1 x 


ЕО)--т%24с 


Log be. 

2 2 2 
І 3 
ЕК(х)у=——+х—— 
dae 5 


35. Sabendo que a função f(x) satisfaz a igualdade. 


[ годах = Sen x — x COS x e +c, determinar f (7/4). 


2. ұланда 577 + с |= соѕ x —(x(—sen x) + cos x) 2224 
ах 2 2 


=cosx+xsenx—-cosx—-x=x senx— x= x(senx —1) 


43) 6) [21 _л 42-1 л1/2-2) 


412 4. -2 8 


36. Encontrar uma função f tal que (х) + ѕеп х= Ое /(0)- 2. 
f(x) + senx = 0 


f(x)=-senx 
[- senxdx=+cosx+c 


f(x) =+cosx+c 
f(0)=cos0+c=2 
c=2-1=1 
Ј (х) = совх +1. 
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6.4 - EXERCÍCIOS - pg. 250 


Calcular as integrais seguintes usando o método da substituição. 


| (2x? + 2x — 3) (2x 4-1) dx 


Fazendo — se : 

и = 2х? +2х-3 

du = (Ax + 2)dx = 2(2x + Ddx 
Temos : 


1 (2x? +2x-3)" 


2x? -2x 3)" Qx - D dx = +c. 
| )"0х+0)4= T 


fo — 2)" х?ах 


Fazendo — se: 
u=x*-2 

du =3x*dx 
Temos : 


y AUT 10-2) E 
[e 2) x Ж? 8 T 
7 


x dx 


Va? —1 


јаз -1)5 хах 


Fazendo — se : 
и= х? –1 
du = 2x dx 


Temos : 


[ х ах 1 (x? 2112 


32-12 4 
5 


кс-203-1 ec 


| 5x44 — 3x! dx 
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= [5x4 – 3) ах- [5x(a - 522 ax 
Fazendo – se : 

u=4-3x 

du = –6хах 


Temos : 


[5ху4- 3х?ах = ке +с= :20- 3x Y +с. 


2 
КЕ +2x* dx 


= fx (1+27] ах 
1(1-2х2) u=1+2% 


=—— +c Fazendo: 
+ 3 du = Ax dx 


2 
== (1423) кс 
fee” + 2 eat 


Fazendo — se: 
u=e" +2 
du = 2e" dt 


Temos : 


Ге" + 2 еф = ; GEDI 2} +с= ale: + 2) +c. 


e'dt 
| e'+4 


du 
== 


é +4+c,sendoqueu=e' +4 e du=e' dt. 


[E +2 


2 
x 


dx 


10. 


11. 


12. 


13. 


-1 
= fe des [24x - о +2 ose, 
x -1 x 


Considerando - se : 
a 


u=e 


Гв x sec? x dx 


2 — 
ic | u=tgx 
= 2 +c. considerando-se: 


du = sec? x dx 


[sen'x cos x dx 


5 Е 
Р | и = sen x 
= +c considerando-se: 
5 du = cos xdx 
sen x 
| ;—dx 
COS" X 


-5 
- сов х.зепхах 


4 


cos x 1 a и = COS X 
-- =—— +c utilizando: 
—4 4cos" x du = —senxdx 
l 4 
=— ес x+c 
4 
2senx — 5cos x 
| s ше, 
COS X 
sen x 
-2| -5 [ax Эс и = cos x 
COS x utilizando: 


= 21 |соѕ х1-5х+с du = —senxdx 


Ге cos 2 e*dx 


= E зеп2е“ + c. 
2 
Considerando - se : 
u=2e* 
du = Зе" dx. 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


[сов х? ах 
2 


11 2 1 2 
=——5епх +c=-senx + c 
22 4 


Considerando - se : 


2 
и= х 


du = 2x dx. 


| sen (50 — z)d8 


= -соз(5Ө-—л)+ с. 


Considerando - se : 
и-50-л 
ди = 546. 


ү sen у 
241- y? 


1 (arc sen yy 


=> tc == aresen yf же. 


2 2 
Considerando - зе : 


и = arc sen y 


du = 


2 
[ 2sec 0 40 
a+btg O 


=2.,Inla+b1g91+C 


Considerando-se: 


u=a+btg20 
du — b.sec? 640 


dx 
rer 
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19. 


20. 


21: 


22. 


23. 


? 16 
ЕН 
4 
| E 
y -4y+4 


2 —1 
-| dy [о -2?4y = 72) ,c- че, utilizando: 


(y-2 -1 2-у 


| 3/sen Ө cos Ө 40 


4/3 
Е [(seng)" cos 0 40 = (send) +c= penc 
3 
ЈЕ F 
x 

2 2 
E (na ) Тев ирт ano) a {ше ve 
221.52 4 4 
Considerando - se: 
и =1n x° 
ЕЕ dy 

x x 


Ге“ +e “Y dx 


= fles +2+ e ах = да ive e +c 
2a 2a 
- (= oL СА А 
2а а 


[use + tdt 


1 x 1 x У 
=—4 arctg – + с = | arctg 1 +c , utilizando: 


x 
u=— 


dub 
4 


и=у-2 
du = dy 
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24. 


25. 


2 3 
= [а Br + ar = [it 32 +1) ше +1) 22 
6 3 
2 
13 1 2 3 
=——. +1} +c =>. +1) + 
L3 ваар ro Loca) ка 
Considerando-se: 
u=3t +1 
du=6t dt. 
[ 4 ах 
Ax? + 20х + 34 
5 5 
+— 2 x+— 
=Í йл ТЭР. т arcig 6 a. 
5ү (зү 3 3 3 
eT 
[ 3dx 
х-4х-1 
ах 
-| Зах E [ 3 -3l dx 
(х—2) -3 3 (x-2y 3 | 6-2 
3 3 3 
142 
аа Уз не х+уз- Ын 
12522 J3+2—- | 
43 


и? = 
3 
и-Х22 
43 

uci 
43 


Resposta alternativa: 
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26. 


24: 


28. 


— du u 
du 1 De 
-2u48 |-—45=24-2| --2и-2.2-1п +c 
dum mE „=. 
4 4 7122 2 
02010 ua у а 
-u 2-4x+3 


Considerando-se: 


и? =х+3 
х=и? —3 
dx = 2и аи 


[ Зах 
xIn?3x 
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29; 


30. 


21; 


32, 


Miér сыш ш, 


x -1 
Considerando-se: 
и=1п3х 

3 


du =— dx 
3x 


| (sen4x + cos27)dx 


= | sen 4x dx-cos2 [аст (– соз 4x)+ x cos27 + c. 


[2:3 dx 


1 2х +1 эх 
= +c=— + 
2 1п2 In2 


с. 


Considerando-se: 


u= х? +1 
du = 2x ах 


3x? 
[xe dx 


3x? 


І 
meet +c 
6 


Considerando-se: 


u=3x? 
du -бх dx 
[ dt 
(2 + )° 
21 = 
= [2+1 - €? a La 
-1 2-1 


Considerando-se: 


u=2+t 
du = dt 


33. 


34. 


35. 


36. 


| dt 
t Int 
— Infin | +c. 


Considerando-se: 4 dt 


| 8x1- 2x? dx 


EA 
2 


cgi, Shape 


2 
Considerando-se: 
u=1-2x? 
du = —4x ах 
| (е + 22 dx 


% 6 
_ 1 G +2) + с= ! (ез +2) «c. 
2 6 12 


Considerando-se: 


u= e +2 


du -2е dx 


| At dt 


J4AP +5 


zii 5er dt 


2 р 
LM үс mer +c. 
2 


Considerando-se: 


и= 4? +5 
du = 8t dt 
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37. 


38. 


39. 


40. 


Í COS x 
3— sen x 


=-—In13-— sen xl] +c 


Considerando-se: 


u=3-sen x 


du = —cos x dx 


[ ду 
Му Av» 


-4 


1 
+c 
2(i- 4») 
Considerando-se: 


u=1+/v 


| x М + хах 


Considerando-se: 


l+x=u? 


х=и’-1 > х= 2и du 
[x ie xax = [le 1) и 2и du = [G^ - 2e +1)2u? du 
= [usan +20) du=2 49 29 ec 
7 5 3 
== Уб ај Sra 24-37 е 


(1+ xy Vela) 1+х += 0+5) 1+х+с. 


~ | бо ~ | 


As 
[xe ax 
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41. 


42. 


43. 


44. 


Considerando-se: 


5 


u--x 

du = —5x* 
2 

fr сов! dt 


1 2 =p? 
= — sen t? +c , utilizando: dmi 
2 du = 2tdt 


| 8x? убх? +5 dx 


-8 5 c E (8745) с- (62 45) е 
2 


Considerando-se: 


и=6х +5 
du =18x?dx 


| sen"? 20 cos 20 40 


_ 1 (веп2дј |, -l(sen20y^ tc. 
2 3 3 
2 


Considerando-se: 


и = ѕеп20 
du = 2cos 20 40 


[sec^ (5x +3)dx 


= в(5х +3)+с. 


Considerando-se: 
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45. 


46. 


47. 


48. 


u=5x+3 
du = 5ах 


[ sen 0 40 
(5 — cos 0)” 


2 
(5-сов0) 9 
22 


Considerando-se: 


и =5—cos 0 
du = sen ад 


[cote и du 


cosu 
= | ——аи = 11 sen uM ec 
senu 


| и = 5еп и 
Considerando-se: 
du = cos и ди 


Гане") e" dt, a>0 


Considerando-se: 
1 


и=1+е“ 


du =e” (-a)dt 


ах 


cos/x 
= 


=2senvx+c. 


Considerando-se: 


и = үх 
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49. 


50. 


[1-44 


= [ +4) ‚и Зи ди = [ORE RP LA + 
5 3 


A (r- 4) exea + 


(-4) кор t-4+c 


2021 
5 
22 
5 
Considerando-se: 


t-4=u” 
t=u +4 > dt=2udu 


|8 (sen 2х + Ax) dx 


4 
= [sen 2x dx + [4x'dx = — cos 2х др с = cos 2x +X +c, 


X 


sendo que na primeira integral usamos: 


и-2х 
du = 6x°dx 
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1. 


6.6 - EXERCÍCIOS - pg. 255 


Resolver as seguintes integrais usando a técnica de integração por partes. 


[х sen 5x dx 
u =x > du = dx 


ау = ѕеп5хах = у= | senSxdx = "сова 
1 = х=Їсоз5х- [ leossxdx 
5 5 
Эш си ЊЕ 
5 5 5 


Ке. АЕ 
5 25 


| па – x)dx 


u=In(l-x) > аи = as 


ду=ах = у-х 


-1 
I=In(l- -|Х---4 
һ(1-хух k x 


ЫЛЫМ тј 7 


I zxln(1- x)- x-1n (1-x)+c 
I z(x-1)In(1- x)- xc 


[re"ar 
u=t => du=dt 


1 t 1 1 
dv=e'dt > v=fetdt=—e 
4 
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4. 


5. 


6. 


I=10 [De da 
4 4 
а 
4 4 4 
Р t 1 E 
4 16 
| (x +1)с08 2хах 


u=x+1 = du=dx 


dv = соѕ2х ах > у = | сов2х а= озеп? 


І = ыу. - [Lsen2s dx 
2 2 


= ДЕТІ cup ое 
2 4 


[xn 3x dx 


u-lnn3x = аи Жел 
3x 
2 


ау = хіх > v2 [xa 2 — 
2 


т=з [E Eu 
2 2 x 


2 2 


= pet аг 
2 2 2 
x 
= (3-5) 
[cos? x dx 


2 
u=cos x = du--2cosx.senx ах 


dv=cosxdx > у = [cosx dx = sen x 
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2 
І-сов х.вепх- | senx (—-2)cos x senx dx 
2 2 
= COS x.senx+2 | sen x COS x dx 


sen x 


= cos? x.senx + 2 +c 
x 

fe cos — dx 
2 


x 


и=е = du-e'dx 


ду = cos dx = у= |соз—@х = 2зеп— 
2. 2 2 


І-е" 2 sen. – | зеп e'dx 
2 2 


и=е* > du-e'dx 


ду = зеп — du Save —2 cos 
2 2 


I =2e" sen — 2)cos+ = Je deese 
2 2 2 


= Ze: ен + Де“ cos — 41 
2 2 
51 = 26” send + Ае“ cos 
2 2 


= Í Jer senz + 4e* cos +c 
5 2 2 


[Vx In x dx 


u=lnx > dicis 
X 


dv = 4| x dx = v=fx dx= 


ко Геј 
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2 Z aal 
Г=(шх).—х? —|—xº .— dx 
| ЈЕ 5 x 
22046524 

= 3 
2 
2 
= Аах 
3 


[соѕес?х ах 
u=cosecx = du=-cosecx.cotgx.dx 
dv=cosec'xdx = v = [cosec? x dx = —cot х 
I =cosec x. (- cot g x)- [- cot g x. (- cos ec x).cot g x dx 
=-cosecx.cotg x= [cot g? x. cosecx dx 


2 
cos” x 1 
— — ах 


= -cosecx .cot g х- | WA 
sen х senx 


2 
cos x 


sen” x 


= —cOos ec x . cot g = | dx 


=-cosecx.cotg x= [sen ` x.cosx.cosx dx 


u=cosx => du=-senx dx 


-2 
sen ^x 
-2 


-3 
ау = sen xcosdx = v= 


-2 -2 
sen x ГЕ E | 


] 2—cosecx.cotg у юм. 5 T sendas 


COS X 1 
] 2—cosecx.cotg x+— 3— + – | cosec x dx 
senx 2 
COS X 1 
I 2—cosecx.cotg x+——+—+c 
25еп х 2 


1 1 
1 = —cosec x . cot g Xy 6018 ее р cos ec x — cot g x +c 


1 1 
S cosecx.cotg RC cosec x — cot g x|+ c 


fe cos a x dx 
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u=x = du=2x dx 


1 
ау = созахах > v = [cos ax dx = — senax 


а 
E 1 
І-х .—senax – | —senax . 2x dx 
a a 


2 
x 2 
I =—senax— | хзепах dx 
a a 


и=х > du=dx 


-1 
dv=senaxdx > у---совах 
a 


x 2 = -1 
І---гепах--(| x.—cos ах- | —cosax dx 
a a a a 


2 


x 2x 2 1 
= — Sen ax + Cos ах – — sen ax — + с 
a a a a 


x? 2x 2 
= —senax + — cos ax – — sen ax + c 
a a 


3 
a 
11. fx cosec? x dx 


u=x => du=dx 


ау = соззес х ах v= [cos sec? x dx 


v=-—cotg x 
I=-x.cotg – | -cot g . dx 
= —x.cot + |sen x|4 c 
12. [arc cot g 2x dx 
u=arccotg 2x = du=— —, dx , 
1+4x 


dv=dx = v=x 


-2 

I-arccotg 2x х | x ах 
Б ТТТ 
=x arc cot g 2x «2| кш 
1+4х? 


= x arc cot g 2+2 П 4x? | c 
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13. 


14. 


| e” sen bx dx 


ax 


u=e > du=ae” dx 


dv=senbxdx > v= [sen bx ак = cos bx 


I=e" БЕ bx-|-<cos bx ае“ dx 
b b 


ax 


= cos bx + 2 | e“ cos bx dx 
b 
исе“ > du=ae"dx 
ау = соз рх ах = р sen bx 
= al aœ 1 1 = 
[= cos bx -—|e sen bx — | —sen bx a e dx 
b b b 
__ „ах 2 
І- cos bx ez sen bx- 5-1 
b b 
2 __ „ах 
Pre 5 cos bx + у e” sen bx 
2 _ „ах 
І- 2 5 = cos bx + Se“ sen bx 
b +a b b 
— b e* cos bx a e“ sen bx 
Дэс 
a +b 
pes de 
Vax+b 
и =1n (ax+b) > du=—“ dx 
ax+b 
ду =(ax+b)*dx => po (+0) 
a 1 
2 
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15. 


16. 


І-іп (ax+b).2 Јах — [^ (a+ by: Ч dx 
a a ax +b 


І 224211) In (ax+b)-2[(ax+b)* dx 
a 


lo In куйа! ЧЕК, 
а 


а 


2 
2 4 
1=— VYax+b In (ax+b)-— ax+b+c 
a a 


fr 41— x? dx 
2 


u=x => du=2xdx 


dv=(1- x x dx = v пој 


| In? 2x dx 


u=In'2x = EI E 
2x 
dv=dx = v=x 
1 - Ij? 2x x- [х.а?2х © 
X 
I = x In* 2x -3[In? 2x dx 
2 2 
и-іп 2х => du=2In2x— dx 
2x 


dv=dx > v=x 
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17. 


18. 


I=xInº 25-3 In 2x a [у 210 24 
Х 


I=xInº2x-3|x ш2х-2 [In 2x ds] 


и-іл2х > Тус 

2x 

dv = dx =. ‘Ух 
[= xi 23-3 26 шах | 
X 


І-хіп 2x -3x In? 2x +6х In 2x-6x+c 


[arc tg a x dx 


a 


dx 
1+ ах 


u=arctgax > du= 


dv=dx > у-х 


a 
I=arctg ах.х-(х---үй 
l+a'x 


1 
I=xarctg ах = шахс 
2а 


| x sen Ax dx 


и=х > du=3x dx 


Ду = sen 4х ах > v= oos 4х 


I=x cos 4x- | оо 4x 3xº dx 


= 3 
t cos 4x + [ д? cos 4x dx 
4 4 


u=x? > du=2xdx 


ау = соѕ 4х ах = v= sen 4x 
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19. 


20. 


21. 


2 


Тав E cos 4x+5 | C cos 4x dx 
4 
3 
= = cos 4x+ 5 РЕ — | зепах ха 
4 4 4 4 
9 
= — cos 4x+ ЫН omis — 2 | хзепахах 
4 16 8 
u=x > du=dx 
ау = ѕеп 4х ах > үзэ оз 4х 
w 3 x= i 
I = — cos Д s ` па байх МЕСТ 
16 8 4 4 
= 3 
== cos 4x + ЕЛЕ 7А + обв 4х- Ala +c 
32 128 
|< – ђе "ах 


= јхе“ах— [eax 


=-xe + с 
[xn хах 
1 
u=lnx = du=-—dx 
x 
x 
dv=xdx = у--- 
3 
3 
1=1пх >- ша x 
3 x 
3 
Жи id ы 
3 3 
[x e ах 
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и=х > du=2xdx 


dy-edxy > vee 
155267 - [e2x dx 


и=х > du=dx 


дуге 4и => рее" 


I=xe* -2 Ë e - [еа] 


= хе“ —2хе“ +2е +c 


22. [arc sen 2% 


1 


u=are sen = du= 2 dx 


15 
pasa. 
4 


1 
I=arcsen = x - [x 2 dy 
2 2 


1- 


dv=dx => v=x 


m. 
4 


sey 
j- 
x l | 3 
=xarcsen—+—2 + 
2: ¿2 1 
2 


X 4— x° 2: 
= x arc 5еп — +2 +c 
2 4 


x 
= x arc sen t 4-3 +c 


23. [(x-Dsec? x dx 


и=х—1 > du=dx 


ау = ѕес? хайх > v=tgx 
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24. 


25. 


I=(x—1) tg x- [1 x dx 


= (x—1rg х--Іпісовхі-с 


fe” cos 4x dx 
и=е“ > du=3e*dx 
dv = cos 4xdx => у = T sen 4x 
3x 1 1 3x 
1=е — sen Ах – | —зеп 4x Зе ах 
4 4 


и = е?" => ди = Зе“ ах 


ау = ѕеп4х => у = es 4x 


3x 2 ЖЕ 
1- С sen 4x- = ез 23124 4х- [= сөз 4х 3e dx 
4 4 4 4 
3x 
Tux а, 
16 16 
9 Де“ sen Ax + Зе“ cos4x 
pé Жы Шу TM 
16 16 
Де“ sen Ax + Зе“ cos4x 
LE шини шин +C 


[5 1n x dx, neN 


и-іпх > dcos 
x 


n+l 


n+1 
n+1 n+l 
x x 1 
І-іпх -| 2 
n+1 n+1 x 
x" 1 x 
= In x— 
n+1 n+1n+1 
x" x" 
=— ln x-5; +c 
п+1 (n+1) 
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26. | In(x? + Вах 


2x 


u-ln(x-1 > du= zd 
x +1 


dv=dx>v=x 


Has 
x +1 


-хшо?ар-2)1- Ja 


2 
x 


I=1n (+1 x- [x 


= xIn (x +10 -2 (х- агс tg x)+ c 


=х (x? +1) - 2х + 2arc tg x+ c 


27. fib ree Јах 


ТЕГІНЕ ДЕРІ > du= 


dv=dx>v=x 


+ 
2 


= хіп кюй ЭМ Еэ +c 


28. fx arc tg x dx 


dx 


u=arctgx > du= 5 
1+х 

х? 

ау = хах = асл 
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2 2 
x X 1 

I =arc tg x —— Я ах 

i TT. 


2 
е a T E 1- Е. ах 
2 2 x +1 
x l 1 
I=—arctgx-—x+—arctgx+c 
2 2 2 


2 


x 1 
I = arctgx——x+c 
2 
fre dx 
и=х > du=4xdx 
42 y? 1 y? 
dv = xe dx > у = [xe ах=—е 
2 
I=x* Sor |= .Ахах 
2 2 


u=x? > du=2xdx 


х2 


dv = хе“ dx => у = [xe ах = D. 
2 


І-х 23, -2| x? Ra 271 · 2 хах 
2 2 2 


fx cos? x dx 
fx жасу 


1-51 di. fx cos 2x dx 


u=x > du=dx 


dv = cos 2x => v= sen 2x 
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=>). А x Lsen2x- [T sen 2x dx 
22 2| 2 2 


=> + — х ѕеп 2х — 
4 4 


І 
4 
1 


И (– cos 2x)+c 


spia m 2x+-— cos 2x +c 


31. [+3) e" dx 


и = (x+ 3)° 


= du=2(x+3)dx 
ау = e'dx > үзэе 


I = (x +3)° efe 2(х+3) dx 


u=x+3 > du=dx 


dv=e dx > 


x 


уе 
1-(х-3) e-2|]xe-[e dx] 
=(х+3) &-2(x43)e 42e +c 
=e [2 +61+9-2x-6+2]+c 
=e" [2 + 4x+5]+c 


32. | xx +1 dx 


и=х = du=dx 


P pe RM 


x+1) 
3 
2 
Ie - [2 Ge ах 
3 
29 ; 2001 
= = x(x+1) — 5 +6 
2 


= (к) (ко 


33. | cos(In x) dx 


477 


u=cos(Inx) => du=-sen (In 5 ах 
x 


ду=ах=>у=х 


1 = сов (In x)x+ | xsen(In x) 22 
x 


и = sen(In x) => ди = аа) й 
x 
dv=dx>v=x 


I = xcos(In x)+ sen(In x)x — | ТК 
x 
I = xcos(Inx) + x sen(In x)- 1 
21 = xcos(In x) + x sen (In x) 


1= (оо пл) + xsen(In x))+ с 


34. [arc cos x dx 


414 x? 


u=arccosx > du= dx 


dv=dx>v=x 
— dx 
= xarccosx -41— x! +c 


I = xarccos x - [x 


35. [sec? x dx 


u=secx > du=secxtgxdx 


dv=sec?xdx = v=tgx 
I =весхла x— ftg? secx dx 
2 
=sec x.tg x— [sec x (sec x-1)dx 
=secx.tg x— [sec? x+ | sec x dx 


I =secx.tg x — I+In secx+:gx|+c 


I => Бесх ле леніп ec x x]+c 
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Obs. 


sec x (sec x + tg x) 


[secx ax =| dx = 


secx fg x 
аг x+secx.tg x 


dx — 1n sec x +18 х|+ с, 
secx+1g х 


onde utilizamos : 
и = sec+ tg x 


du = sec.tg x + sec! x 


36. | пе "а 


ss ducts 
х х 


1 1 
ау = Se “ах = у= [еа = е!" 
х x 
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7.4 - EXERCÍCIOS - pg. 309 


Nos exercícios de 1 a 35, calcular a integral indefinida. 


1. | EE Ух x 
Ух 
Fazendo 


и= 4х = du — х ахь 2 


24x 


Temos: 
1 = —2cos Мх + С. 


2. [cos x cox (sen x) dx 


Fazendo: 
и = sen x 


du = cos x dx 
Temos que: 


[cos x cox (sen x) dx = sen (sen х)+ С. 


3. | 2х Ра 
COS x 


Temos: 
pec 


dx 
COS x 


=2 [sen x dx =—2cos x+C 


4. fx tg (x? lax 
Fazendo: 

и= х? +1 

du = 2хах 
Temos: 


r= вий 


= a 


u ag cos u| + C 
cos u 2 


=> In [cos (x? +1)+C => in sec (x? +1)+C. 


541 


5. шл) x 


2 


x 
Fazendo: 

1 1 
u=— > du=-— dx 
x x 

Temos: 


I=-[cot g и du 


ширээн du 


sen u 


=-In|senu|+C 
=—1п sen Мс. 


6. [sec (x+1) dx 
Fazendo: 

и=х+1 > аи= ах 
Temos: 
гариг u) 


du 
sec u + tg u 


2 
sec u +secu.tg u 
Mum 


Sec u + tg и 
Considerando: 
и =secu+tg u 
du” = (sec? и + вес и . tg u du 
Finalizamos: 
І-іп sec u +18 u +C 


= n [sec (x+1)+tg (х+1]+С. 


Te | sen(wr +0) dt 


Fazendo: 
u=wt+0 > du=wdt 
Temos: 


I cd cos (wt + 0)+ C. 
w 


8. fx cosec х? dx 
Fazendo: 

úu=x? > du=2xdx 
Temos: 
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I=} [cosec и du 
2 
1 
= In cosec и - cot g u| + C 


1 
= 5 Inposec х? —cot g |+ С. 


9. | cos x . tg (sen x) dx 


Fazendo: 
u=senx — du=cosxdx 


Temos: 

I- Гв и аи 

=—1п (сов u| +C 
=-—In (сов (sen x) +C 


= n [sec (sen x) +C. 


10. | sen*(Qx+ 1) dx 


Fazendo: 
u=2x+1 


du = 2dx 
Temos: 


І => | зети ди 
==] seu (1 – cos? и) du 
= [ели — cos” и sen u) du 


3 
28 -сови 05 |+С 
2 3 


- H- cos (2x + + со (2 + D) +C. 


п. [cos*(3-3x) dx 


Fazendo: 
u=3-3x > du=-3dx 
Temos: 
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1--l [сови du 
3 
=-25005*ucosu du 
= -4| (сови — 2зеп и сови + sen^u cosu Ми 
Eme BERRO ны” +C 
3 3 5 
1 PET 1 5 
а (65 - 3x) sem (5-3х)- | sen (3-3x)+C. 


12. [2x беп [x° E 
Fazendo: 

u=x?*-1 

du = 2хах 


Temos: 
| sentu ди = | (senu) du 


2 
А (Es = 77 
2 


(1 – 2с08 2и + cos? Зи) du 


|| 
—, 
RI 


1 11 1 
= —и——. – зеп ди + – (сов? 2и du 
4 22 4 
E RI E ыт SOSA a 
4 4 2 
c ata Su ud А 
4 4 4 2 4 
= qu = sen Zu u+— sen ди + C 
Болж y: sana a 
8 4 32 


= ale =1)-Esen 2(x? -1) sen 4 (х? -1)+ C 


13. Ге cos? (227 — 1х 


Fazendo: 


544 


и- ад Le] 
du = 2 e^ dx 
Temos: 


1 = [со5? и du 
2 


22 Tu +C 
212 4 


пи "у sen2u +C 


= е" + зел (2 e” =2)+ C. 


14. | sen? 20 cos! 20 40 


Fazendo: 
u=20 > du=2d0 
Temos: 


I= 5 [sera cos! и du 
= 211- cos? u)sen u cos! и du 
= (ЕШ sen и — cos? и sen u)du 


5 7 
ZEE s “|с 


2 5 


= сора 20 EA 20+C. 
10 14 


15. | sen*(1-28)cos* (1-26) 40 
Fazendo: 
и-1-20 


ди = 240 
Temos: 


545 


I- НЕ cos! и du 
- 5 [зе — senu) cos и du 


E 1 3 5 
REC sewu cos и — sewu cosu |) du 


4 6 
121 senu senu х 
2| 4 6 


= _1 sentu + D +C 
8 12 

E sen'(1— 20) L еп –20)+С. 
8 12 

Outra maneira 


I- — [sen'u cos! и du 
2 
- - [6 –сов и) sen и соѕ?и du 


= Dod Eu cos! и + C 
8 12 


= “аш 20)- 1. cos (1-20)+ C 
8 12 


16. | sen" (t —1)соз (1-1) at 
Fazendo: 

u-t-l 

du = dt 

Temos: 

I= [sen"u cos u du 


зеп и s sen? (1-1) 


20 20 


tC. 


17. ЕС 0)40 


Fazendo: 


546 


и-іп0 
240 


0 
Temos: 


I= [пали du 


du 


= frgulsec? и- Vau = jeu - |а u du 
- сари Infos u +C 


= C Ө)-іп (сов (In 0)+ С. 


18. [1x cos* x dx 


Temos: 


3 
sen x 4 
I = |—.cos x dx 
COS x 


= | sen*x cos x dx 


19. [cos x dx 


Temos: 


1 = 1 cos! x sen x соз x dx 
4 4 
d tesa e Lcosx sen xL [dx 
4 412 2 
1 3 3 3 
= —cos x sen x + — COS x sen x -— x + C. 
4 8 8 


20. [&°х dx 


Temos: 


547 


sen? ха 
[= Е-- ах 
со8 x 


_ [ x cos x), 


4 
COS x 


2 2 2 
Sen x Sen X cos x 
pec pee. 
COS X 


cos* x 
sen^x sen " 1 
=|—— dx | dx 
cos* x cos” x 
1— cos? x 
- [18x sec? x dx- [=== 
COS x 


3 
t 
E. sec” x dx + [ах 
tg^x 
= -tg x+x+C. 
3 
21. | X н 
сов X 
Temos: 


I- | га xsec х ах 


22: [15sen'x dx 
Temos: 
I- 15| [sen x) sen x dx 


= 15[(1— cos? x) sen x dx 


= 15 (1– 2cos? х + cos! x)sen x dx 
E EU 
=15 ыт а x|+C 


= —15 cos x + 10cos? x — 3cos? x + C. 


23. [15 sen? x cos? x dx 


Temos: 


dx 


548 


1-15 [ зеп?х(ї = ѕеп?х)соѕ х dx 
= 15| sen? x cos x dx — 15| sen*x cos x dx 


3 5 
2538" X sse X үс 
3 2 


= 5 sen°x – 3 зеп"х + С. 


24. [48 sen? x cos^ x dx 
Temos: 
I- 48[ (1 — cos? х)сов" х dx 


- 48| cos! x дх-48| сове х dx 
=48(1,-1,) 


- 48 I, [ee x sen 2r 
6 6 


= ЫГ 1, 222 cos Hen 3 
6 6 
МЕС 3 š 
= 8| —с05 x sen х + —1, —cos x sen x 
4 4 
А 5 1 1 
= 2 cos x sen х— 8 cos! x sen x + 6 ыы DES +С 


= 2 cos? x sen х— 8 cos? x sen x+ 3sen x cos x + 3x + С. 


25. сов” 3x dx 


Fazendo: 

и = 3х ди = Зах 

Temos: 

| quu Š 
3 3 


11105 SS uA 15 15 
——|-—cos'u sen и +— cos и sen u + — sen и cos u +—u |+ C 
316 24 48 


- os 3x sen 3x + Eae. 3xsen3x + Sol 3x sen 3x + Eum + С. 
18 72 48 
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2 
1--3|-42-5--ах 


sen?x 8ёп х 
= -3| cot g2x .cosec^x dx 
cot g^x 
3 
= cot gx + C. 


-3 +C 


27. [sen 3x cos 5x dx 


Temos: 


1-4 [зеп 8х dx - [еп 2x dx 
2 2 


= a Ее 2x+C. 
16 4 


28. [1825х dx 


Temos: 
ГЖ (Еш 5х 1 

cos pe 

„| = cos? 5х у 
cos? 5x 
1 
= dx — | dx 
cos? 5x Í 


= [sec?5x dx x+ C 


-it 5х— х+ С. 


29. [ sen w t sen(w t + 0) dt 


Temos: 


550 


17 [соз (wr-wr-8)- cose г юг 9 ји 
= ЕСЕ Ө)— соз (2w t + 0))dt 


в pe bate 
2 2 2w 


= КӨТ реса (2w1+0)+C. 
2 4у/ 


3 
cos" x 
30. | ах 
| 
Temos: 
1- 2 
е si 
sen х 


= fsen*x cos x dx — [sen?x cos x dx 
| sen ^x sen” 
"WIN, 
-1 1 
+ 


= 3 
3sen'x senx 


+C 


+C. 


31. [sec t cot gt sen?t dt 


Temos: 


1 сове 

1 = | Ts = . sent dt 
cos f sent 
= сөзі sent dt 


= Г(сов t sen ty dt 


2 
= (75 3 4 
2 


= I sen? dt 
4 


1-1] До сар а 
412 2 


= ima ed 4t + C. 
8 32 
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32. нэн байшин 


Fazendo: 


_ 1 2 
= y u ftg и du 


= я tg^u + In|cos u|+ С 


ве 4 x^-1 + шсоз ух? -1 +C. 


33. | sec*(1- 4x)ax 


Fazendo: 
u=1-4x > ди = —4dx 
Temos: 


1--1 вес и du 
4 
co Lsecu tg uL [sec u du 
4| 2 2 
1 1 
= —gsecutgu— ln Беси + tg u|+C 


= =: —4x)rg(1— 4x)- „јаје (1- 4x) g(1— 4x) +C. 


34. [cosec* (8 - 2х)ах 
Fazendo: 
u=3-2x > ди = —2dx 


Temos: 


1= -1 [cosec*u du 
2 
- - 4 cot gu) coseciu du 


2 
== бор c DEN +C 
2 3 


1 1 à 
= —cot g u+—cot g "u + C 
E o 


= gets (3- 21) + ceot g'(3- 2x)+ C. 


35. IE cot g^ (x? — 1)cosec? (x? — 1) ах 
Fazendo: 

u= x =] 

du = 2xdx 

Temos: 


_ 1 2 2 
177 со и cosec'u du 


_1 cot g^u 
2: ` x9 


І = +C 


= coge 218 С. 


36. Verificar as fórmulas de recorrência (8), (9) e (10) da secção 7.2.11. 
Verificando a fórmula (8): 


1 E T 
[cos" и du = —cos" usen и + [ соз" 2 u du 
n 


n 
Fazendo: 


ж = ж -2 

и =<05"'и > du --(n-1)cos"? и. sen и du 
dv=cosudu > v=senu 

Temos: 


553 


cos" и du = cos” Ги зепи + [senu. (n —1)cos"? и. sen и du 


cos" и du = cos” 'u sen и +(п—1) cos”? и (1 – cos? и) du 


cos" и du +(п — 1)| cos" и ди = cos"! и sen u + (n — 1 соя”? di 


cos "u du = соз” 'u.senu+ 


| 
| 
[cos" и du = cos"! u sen и + (1-1) cos"? udu — (п-1)| сов" и du 
| 
| 


| cos"? и du 


n 


Verificando a fórmula (9): 


[sec" и du = 


1 2 
sec"? 
п-1 п- 


Fazendo: 

и“ =5ес" Зи > du -(n-2)sec"?u.secu .tg и du 
ау = ѕес?и du => v=tgu 

Temos: 


sec" и du = sec"^u.tgu— fis” и(һ- 2) sec"? и.аи 


sec" и du = sec" u .tg и – (n - 2) бес? u—1)sec"” и du 


sec” и du +(n — 2) вес"и du = sec"? и tgu + (n — 2) sec"? и du 


Í 

Í 

ес" и ди = зес"_ "и ла u— (п 2) [secu . ди + (n—2)f sec"? и du 
| 

ес” "иди = sec"? utgu+ 


== Бес” и аи 
п-1 


Verificando a fórmula (10): 


n-2 п- 
cosec u.cotg H + 


[cosc'u du = 
n— n— 


Fazendo: 
* Кен, ж ЭЕ: 
и“ = созес"?и du => du'=n-2)cosec"u .cosecu .cotg и du 


dv=cosecudu > v=-cotgu 
Temos: 


-2 2 -2 
[cosec'u du = –совес" ucotgu— [cot g u .(n—2)cosec"? u du 
n n-2 2 n-2 
со$ес и du = —cosec" “и cot g и – (n- 2) (совес и –1) совес и ди 


-2 
u du 


сов ес"и du + (n — 2) cos ec^u ди = —cosec"u.cot g и + (n — 2)[cos ес"?и du 


-2 n 
соѕес"и du = ——cosec" “u .cotg u + 
n 


| cosec” 
-1 


554 


37. Verificar as fórmulas. 
a) Пи du = NM tg" u – [gu du 
п-1 


2 


1 
b) foot g"u du = – : cot 2" и - f cot g" u du 


Solução (a) 


Пи аи- [97 .tg" ^u du 
= [бес? и –1).12" Зи du 


= Ге sec” иди — Ги du 


a-l 


tg u n-2 
= — |t u du 
п-1 | 5 


Solução (b) 


foot g"u du = foot gu .cotg”u du 


= flos ес?и — 1). costg"u du 


n-2 


ES [cot u cosec^u du – [cote u du 
cot g^! E 
= 5 - [eot e" ?u du 
n — 


| E T 37 : 
38. Calcular a área limitada pela curva y = cos x, pelas retas x = D е x= х e o eixo dos 


x. 
A Figura que segue mostra a área. 


555 


39. Calcular a área limitada por y = 2 |sen x| : 


A Figura que segue mostra a área 


556 


А- 2[ 2 sen x dx 


— —4 cos xl 
= —A(cos z — cos 0) 
= -4(-1-1) 


=8u.a 


40. Calcular a área da região limitada por y=tg'x, у=1е x=0 


A Figura que segue mostra a área. 
y 


L 
1/2 


A = | tg?x dx 


m оа 


ud 
ЕС 18 "х + In cos dé 


1 27 2 
= —|tg^—-1tg^O |+In 
С I J 


cos 2 —1n (сов 0 
4 
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41. Calcular a área sob o gráfico de y = cos° x de O ate z. 


A Figura que segue mostra a área. 
y 


1/2 л 


(соз x х = Los x sen x+ [cos* x dx 
6 6 
nio "E “cos! x sen x+ [cos x dx 
6 614 4 
= ов” x sen х + = cos! x sen x+ 12 | cos? x dx 
6 24 24 


1 Р 5 i 15/1 1 
=—COS” x sen х + — cos xsenx+—| —х +—sen 2x |+ C 
6 24 24(2 4 


Assim, 
Am 

A- | cos? x dx 
0 


л 


lo; so, 15(1 1 
= —COS x Sen x + —COS` X sen X + — —x-4—sen 2x 
6 24 24127 4 


0 


---Лиа 
16 


42. Calcular a área sob о gráfico de y = sen°x de 0 ate 7. 
A Figura que segue mostra a área. 


558 


л/2 л 


1 
| зепех dx = —— sen°x cos x + 2 [sen'x dx 
6 6 


- хо cos x + = bd cos x + 2 СЕ ах 
6 6 4 4 


1 š 5 š 15/1 1 

=—— sen’ х cos x ——— sen'xcosx+—| —x——sen 2x |+ C 
6 24 2412 4 

Ássim, 

A= ЇЕ: dx 


0 


л 


ЖЕ. B em 5(1 1 
= —— Sen X COS X— — sen x COS x+ — | —x – — sen 2x 
6 24 24 


0 


5 
=—Tu.a 
16 


43. Calcular a área sob o gráfico de у = sen^x de O ate z. 
A Figura que segue mostra a área. 


559 


| зол х dx = -1:22 COS x + 2[ sen x dx 
3 3 


1 
= —— sen? cos x = шй x+C 
3 3 


Assim, 
Am 

А- [sen'x dx 
0 

л 
1 à 2 

= —-—sen'xcosx--— COS X 
3 3 " 


E -S(coszr - cos 0) 


: Л 
44. Calcular a área entre as curvas y = sen^x e y = cos? x, de 2 ate 


A Figura que segue mostra a área. 


л/2 л 


3л 
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1 1 1 
-n/4 T 57/4 


(sen? x — cos? хх 


> 

|| 

> 
sinto IN 


ја 


= 2; 22-23 sen и 2х 
2. 4 2 4 


PIN 


л 


-1 2 
= 2. — sen 2x 

2 т 
4 


Л 
= — ѕепл — зеп — 
| 3 


Nos exercícios de 45 a 67, calcular a integral indefinida. 


dx 
45, | — = 
EE -5 


Fazendo: 
4-3 = 4/5 tg 0 
х= 4/5 sec Ө 
dx = 45 sec бір 640 
Temos: 


561 


оре 2008 

5 sec? Od 5tg O 

=| А E cos 40 
55ес0 5 


OE 
5 


yx -5 


ы 
5 x 


+C 


46. ј ж 

49 - 16r? 
Fazendo: 
u^ 2166 
u=4t - du=4dt 
Temos: 


г-425 
9-и? 


Fazendo: 


(9-и? = 3 cos 0 


u 
и = Ззепд .. O=arc ши 


du = 3 cos 9 dO 
Obtemos: 
-ip 5649 cos 0 40 
3 cos 0 


-l[ae-le«c 
4 4 
1 и 
= — arc зеп—+ С 
4 3 


Ed Е 
4 3 


хах 
"Га 


Fazendo: 


562 


ух? -9 = 310 0 


x= 3 sec 0 
dx = 3 sec 015040 
Temos: 
ja sec? 0.3 sec 0 .tg 0 dO 
3tg 0 


= 27 [sec*6 d6 
1 5 2 2 

= 27| —sec 0 tg 0 & — [sec 0 do 
3 3 


=9sec 0 tg 0 - 181g 0+ C 


2 [2 12 
ЫН E yea ea 


3 3 3 


= 5 +6] 4x!-94C 


48. 11-42) а 


= [(1-41?) 41-42 dr 
= f ie) it du 


Fazendo: 


А1-и? = cos Ө 


и = sen 0 
du = cos 0 а0 
Temos: 


563 


1= 2 [cos Ø (1 – senº8). cos 0 40 

= L [cos 9 .cos O .cos @ dO 

2 

1 4 

= – | сов 040 

2 

24 = cos! 0 вепө + [ согд ад 

214 4 
Е РИИ dd +C 
8 812 4 


24 Be DE UPS. sen 20 + C. 
8 16 32 


Considerando: 
sen 20 = 2 sen Ө cos Ө 


=2u.Nl-u? 


Finalizamos: 


12 fie ue hare зепи e nu Jiu e 
= qu lia) Пи" e are хепи + Žu М-и? +С 
= 2.24148) 42 + are ѕеп 241 агар +С 
= 142) 42 + arc sen nec.rdi-an +C 


49. ES 44— x! dx 


Fazendo: 
44— x? = 2 cos 0 
x= 2 sen 0 
dx = 2 cos 0 10 
Temos: 


564 


I = [4 sen'6.2 cos 0.2 cos 040 
= 16| senº0 cos? 6 40 
-16|(бепб cos 6) 40 
= 16 (1-cos* 6)сов040 
-16 (cos? 9—cos* 9) do 


cinta уай “cos! 0 зеп +2 [cos 0 40 
о д 4 4 


= 16 V dd pa usapu pa — Ре ру, +С 
|2 4 4 412 4 

=16 ЭН ТТІ а” +C 
2 4 4 8 16 


=16 шаг 0- 4+3) qm sm +C 
8 16 4 


= 20 + sen 20 — A cos? Ө sen0 + C 


3 
2 En) 
=2aresent+2%.4 2-2 -4. 2 дар 
2 2 2 


x 
=2 arc SE Ue oe SS” Н... 


50. [x° x? +3 dx 
Fazendo: 
Jx +3 = 43 secÓ 
х= X3 120 
dx = 43 sec? 0 40 
Temos: 


565 


I = [343 170.43 sec 9 ад 
= 9453 [1g'0 .sec^ 6 dO 
= 9/3 (sec? 9 -1)13 Ө .sec^ Ө .ѕесӨ 40 
= 9/3 [(sec* 9—sec* Ө). tg 0 .ѕесӨ 40 


5 3 
a шинж: ^ ec 


_ 93 ух? +3 MEE ух? +3 је 
C3 wa 3| 43 


«ҮРЭЭ ees] +c 


51 jo 
xxx +1 
Fazendo 
4x? +1 = sec 0 
x= tg Ө 
dx = sec? 0 40 
Temos: 
1-1 ds .sec? 640 
tg 0.se 
-| о, 
ре, E 10 


= = зет” "cos 0 ao + Бл 


= [Ssen” 20cos 0 dO + 4] cossec? 610 – 4] совзес 640 


= zn — 2cossecO cot 20 – 21п | cossec 0 — cot g0 | +C 
sen 
Sir +1 24x +l 
x x 


—2ln +C. 


52. [(х+1) dx? +1dx 


566 


Fazendo 
4x? +1 = sec 0 


x= tg 0 
dx = sec? 0 40 
Temos: 
I = (в 0+1)'.зес0 .sec? 0 dO 


= [(1gº0+21g 0+1)sec* 9 40 
= (620 +1Jsec* 9 do + [218 0 sec 0 40 
= |бес0 40 +2[sec” 6 .secO лд 6 40 


3 
sec 0 


24525727 0+2 [seca 40+2. 
4 4 

295215 js L sect 18 ++ [sec 0 а оС 
4 412 2 3 


Zr ЈЕ sec O tg += In eco +tg ese 9+C 


a) хаагаад ДР +с 
= (е) га ad эл (e + mN +++ 


p 

53. — a 

4t? +16 
Fazendo 
№12 +16 = 4 зес 0 

t= 410 Ө 

dt = Asec? 0 40 

Temos: 


567 


na (E 1020 .4 sec? Ө 40 
4 sec Ө 
= [4º 1270 secó 40 
= 4º[19'0.18'0.1g 0 .sec 0 dO 
B 4^ (sec? 0-1) .tg 0.sec Ө 10 
5 4^ | (бес! 0-2 sec? 0-1) tg Ө sec Ө 10 
-4 ес” 616 Ө sec Ө 46 —2|sec2 0 .1g 9 .sec 040 + [tg 0-зес0 40 


5 
ZEE É posee = 
з 2 
-£ , Dur Í , Es ын Esc 


== +16} A8 +1 E +16) Nº +16 +256? +16 +C 


е“ 
54. ах 
| Je +1 
Fazendo 
2x 


2 
u=e - и =e 


du = e` ах 
Temos: 


1- [ ди 
Ju? +1 

Considerando: 

Ju? +1 = sec 0 

u=tg 0 

du = sec? Ө 40 

Finalizamos: 


568 


e js 040 
sec O 
= зесд ад 


= In [sec O +g 9|-С 
= In Маз +1+и 
= |n ме? +1+e* 


+C 


+C 


2 

x 
55. |———=4d4 
l 5 


Fazendo 
42—- x? = 42 cos 0 
x= 42 sen O 


dx = 4/2 cos 0 40 


Temos: 
2 sen?8 
I=[22" . 42 cose de 
172 
= 2 [sen'6 40 
-2|1 826 49 
2 


= |(1- cos 20) do 
=0-> sen 20+C 
=0-sen0cos0+C 


x 17-22 
= arc sen —— —— x. 2 — x° + C 
2; „2 


56. | = = 
4-е” 
Fazendo 
2 2x 
и =e 
u= e" 


ди =e'dx 


569 


Temos: 


I -| du 
V4-u” 

Considerando: 
44—u? =2 cos 0 
u=2 sen 0 
ди = 2 cos 0 49 
Obtemos: 

јаја 8 2 cos O do _ 

2 cos Ө 


0-С 


=arc sen u +C 
2 
= arc sal 5 +C 
2 


57. [ x+1 


Nx? — 
Fazendo 
Xx? -1=tg 0 
x = sec 0 
dx = зес 9.12 640 
Temos: 
= [2+ 
120 
= (бес 0 +secouo 


зес0 tg 0.40 


= 180 +1пјвесд + | + с 


= Уа 1+ је - 1 +С 


Fazendo: 
yx —1=tg0 
х= зесд 


dx = зесд 120 40 
Temos: 


570 


secó 


8 > бесбіе0.40 


= | весе10 – | cos 610 


= Injsec O + tg6| – send + С 


dx 


2 
[ха 
x 
Fazendo: 


4x? —1 =вес@ 
x=1g0 
dx = вес” 010 


3 
к 


cos” 


-1=5 cos” O send 


= cossec? 0 do 


=> cossec Ocot g ДЕ [cos sec 0—cotg Ө-С 


= In e? 1 - 


Vx? -1 


1 Y1+ X l, In VI+ _ 
2 X x 72 x 
x+1 
60. 
1 x? 
Fazendo: 


44— x? =2cos O 


х = 2 sen 0 


dx = 2 cos Ө ад 
Temos: 


571 


r= [2321032 2 


2 cos 0 


cos 0 40 


= |( (2 sen 0 +1)а0 


=—2cos @+ C 


= —/4 — x? + атс sen7 C 


61 [= 6x+5 
/9х? +1 

Fazendo: 

u? =9x? 

u=3x 

du = Зах 

| 

rs [= (2и + 5) 


о 


Considerando: 
Ма +1 =sec 0 
u=tg 0 

du = sec? Ө 40 
Obtemos: 


1- 
3 


l 1 
-4|28 д sec Ө dO + | 5 sec 040 


sec 0 


1 j (212 0 + 5)sec? 0 40 


= sec 9-3 sec@+:g0|+C 


E u a 
3 


== 9x «142. zin Nox +L+3x +0 


62. | = (х+3 јах 


Мх? + 2х 


Fazendo: 


Ми +1 +4 +0 


572 


х? «2x = (х+1) -1 


и? = (x+1) 
u= x+] 
du = dx 
Temos: 


(и-1)-3 
I = | — ди 
| qu —1 
Considerando: 
Ми" —1=12 0 
и = зес 0 


ди = sec 6.12 Ө 49 
Obtemos: 


-| 0833 sec 0.1g өдө 
g 


= [(sec? 9+2 sec 0) 40 
=120 +2 n sec 9 + 1g 0|+ C 


= lu? -1+ 21n u+ ie С 
х+1+4х2 +2х 


-үх +2х + 210 


63. [v4 — x! dx 
Fazendo: 
44— x? = 2cos8 


х = 2 sen 0 


dx = 2 cos 0 dO 
Temos: 


I = |2 cos 8 . 2 cos 6 40 
-4 | cos? 640 


pa 7 


ЕСЕ зе ј «с 
=20+sen 20+ C 


m 2 
= 2 arc gui Е 
2 2 


573 


64. КЕН -4 dx 
Fazendo: 
4x! -4=2tg 0 


x=2sec 0 


dx = 2sec 9.12 040 
Temos: 


I - [21g 0 .2 sec 0.tg 0 dO 
-4| 490 .есб 40 
=4[(sec? 0-1) sec 040 
=4| (sec? 9 — sec 0) 40 


=4 ев 9+ fse 040 - [sec өдө) 
2 2 


= 2 5ес 0.16 0—21n sec0+ tg 0| +C 


х+ух? –4 


2 


х^ —4 


=2 —2 In 


2 -С 
2 


65. 4+ х? dx 
ЈУ 


Fazendo: 


444 x? =2 sec Ө 


x=2tg 0 
dx=2 sec? 0 40 
Temos: 


I = [2 sec 0 .2sec?0 40 
-4| ес" 6 40 


=4 Lodo 0+ 5 [зес өө! 
2 2 


= 2 sec O tg 0 + 2 In sec@ + tg 0|-С 


/ 2 J 2 E 
ng eun хүр Vene Lue 
2 42 2-2 
/ 2 / 2 2 
_ x 4+x КҮП 4+x tx с 
2 2 
2 
A (2m Vx exec 
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66. | (Jie +2х}х 
Fazendo: 

Vit x? = sec 9 

x=tg 0 

dx = sec? 0 40 

Temos: 

I = | (sec 0+2 tg 0) sec? 6 40 


= бес» 2 tg O sec 6 sec ӨНӨ 


sec? 0 +С 


=> secO 1g 0+— 5 [seco do+2 


= sec O tg д + Inecó +18 0 |+sec?9+C 


hex HX In 
ITE tx 23: 


1+х? о 


х+\ї+х? 


2 
X 
67. || sen x+ 
[m 


x dx 
= | sen xdx+ | 
414 x? 
x dx 
= –с05 x+ | 
41--х2 
Fazendo: 
414 x? = sec 0 
x=tg 0 
dx = sec? 0 40 
Temos: 


575 


1070 .sec? Ө 40 


I=-cos x+| 2 
sec 


= —cos x+ |1570 .sec 040 
= —cos хэ бес! 6-1) sec 940 
= —cos x+ бес0-зес0)40 


= —cos зы 9+ [secó 40- [seco аө 
2 2 
1 1 

= —cos гаг. тал sec + tg 9|-С 


=-cos t+ 1+ x хира + x|+ C 


Nos exercícios de 68 a 72, calcular a integral definida. 


1 
dx 
6.1-Ф 
| 43x? +2 
Fazendo: 
и? = 3x? 
u= 43 х 


du = 43 dx 
Temos: 
20 
1 -| dx -| КЕ - | du 
43x? +2 Ми? +2 43 Vu? +2 
Considerando: 
Vu? +2=2 sec Ө 


u=21g 0 


du = 2 sec? Ө 40 
Obtemos: 
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qe 040 
748 42 sec0 


= у [sect 48 = Im ect erg 0 +C 


_ 1 ми? +2 u 
cs T Ra 
І (3х +2 +3, 
с р" 
Ássim, 
j dx _ 1 „| +2 ба 
о 3х? +2 "ge 42. E 
E 2 | 
(558 
. 42 


у 
69. КІ -b?x*dx, 0<а<Ь 
0 


Fazendo: 
u? = bx 


Considerando: 
Va? —u? -асов0 
и = азепд 

du = acos 40 


577 


1=2facos9.acos 6 а 
b 

2 
= — | сов: 0 40 

b 
2 

[2 2 
marc зеп +t 24 цан ік 
а 


2 
2 1,2 12,2 
а |1 bx _ bx a Fé fc 


2 
= Ton ão +C 
b 4 
2 
а 
р 


а 
= — | —arc sen — 5 
512 а 2а 


Portanto, 


j E 5 Е bx ха? —Ь?х* 
ма —b'xº dx= 2020 sen — + 
0 


70 ps 
AA 
Fazendo: 
44-17 =2 sec Ө 
t=21g 0 
dt = 2 sec? 0 40 
Temos: 


a 


0 
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NE -| 2 sec” 0 49 
E 16 tg*0 .2 sec Ө 
_ 1 (весба0 
16 1640 

1 1 сов40 
=—|——.—4 

16“ соѕ Ө ѕеп Ө 
_ 1 рсов 0 
7164 sen^8 


= | sen 0 (1 = sen^6)cos 040 
16 


- =| (зеп 70 cos Ө — sen 70 cos |40 


1 зеп 20 1 зеп 0 
16 -3 16 -1 

— эн + : +C 
48 sen'0 16ѕепӨ 


+C 


23 cossec 0 RT T C 
48 16 


3 
1 447º 1 /4+Р 


-- 5 + +C 
48 t 16 1 
Assim, 
2 
3 21 Jar Қыз 
зугт 42 |4808 le 
1 


bus 


481 8 1 ха 
22342 (545 42 45 


24 48 16 16 


= (424245) 
48 


S d 
к е шш 
At J912 +16 


Fazendo: 


579 


Considerando: 
Ju? +16 = 4 sec Ө 
u=4tg 0 
du = 4 sec? Ө 40 
Obtemos: 


кеі 


22 
ца 


9 
3 1 cos? 0 
--- . 2-4 
16“ cos6 sen'0 
_ 3 (cos 0 dO 
167 sen°0 
= Í sen 70 .cos Ө 40 I 
16 


j 4 sec? 0 40 ЕА Е 


161270 .4secó `` 4.4! 1020 


= NE C 
16 


-3 vu +16 
==“ Tic 
16 u 
-3 V9 +16 
= o 
16 31 
Assim, 


Р 
j а -3 E 


52797-16 16 3t 


Л 
ЕГЕ 
Em] 
72. | a 
6 (1-1) V(t-1) -9 


580 


Fazendo: 


и? = (1-1) 
и= 1-1 

du = dt 

Temos: 

ris 
uu” —9 

Considerando: 

vu’ —9 =31 0 
и = 3sec 0 
и = 3sec 0 tg O dO 

Obtemos: 


125 040 
9 sec? 0 .3.tg 0 
-| ад 1 


--- | создад 
9 <ес0 9 


21375572 
9 


6 


Nos exercícios 73 a 76, verificar se a integral imprópria converge. Em caso positivo, 
determinar seu valor. 


10 dx 
73. | ———— 
3X |x — 9 
Iz 10 dx — lim | dx 
3 2 2-9 тоз" q o 0 


581 


1-|--2-- 
x Nx -9 


Fazendo: 
x=3sec0 dx=3sec 0 tg 040 
Temos: 
I -| 386с0 120 ад = 120 dO 
9 sec? Hs sec? 0-9 ѕесӨ 319 Ө 
- | 2 =— 2 јео 5 0 dO = senô+o 
sec 
1 yx -9 
БОЛГЛЫН 
10 
1-1 E е 
г-3 9 X 
10? -9 1 Xr? -9 


1 710-9 m — 
9 10 о79 r 
_ v91 1,9-9 Joi 


9 9 3 90 


491 


Portanto, a integral converge e tem como resultado EUR 


= |" 2: = lim [| Et 


3 х2-4 b—+ #3 х2-4 


Fazendo: 
x=2sec0 
dx=2sec0 tg Ө dO 


582 


1-1 ах -| 2 sec 0120 dO 
4х2-4 * d4sec? 8-4 


EA 2 sec 0 tg0 dO 


= [sec Ө 20 = тес 0 +18 6]+ c 


21g 0 
= щі + 4 +c 
2 
b 
I = lim In х =& 
b —-oo 2 
3 
2 
= limln —+ р REM NE 
b=+00 2 2 2 
= + оо 


Portanto, a integral diverge. 


1 
Е реа стт 
| =x)" 


1 . dx 
ep tele 


_ dx _ dx 
“es 1-6) 


x=sen0 


dx = cos 0 40 


ТЫ! cos 0 49 be [ ад 


(= seno)” (cos 0) cos” 0 
= [sec да O=13 0+c= „жын 
lex 
I = lim = lim — (0) = +оо 
s 1-х? $5 | y? 
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Portanto, a integral diverge. 


+оо 
ах 


[же +4 


76. 


= lim 


1- | dx г ах 
: ху? +4 ЕЙ 


I -| dx 

i хүүх +4 
x=21g0 

dx = 2 sec? Ө 40 


2 sec? 0 10 Ir sec? 8 10 
1=] | 


21904192704 ES 120 .sec Ө 


| 00 10-1] 1 cos@ 


= = 10 
2º 120 2 


cos Ө sen Ө 


1 
= — [cosec Ө 40 =+ In [cosec 0 — cot 2 8 +c 
2 2 


1 x+4 2 
= —]n — — +c 
2 X X 
5 b 
TUM um x44 2 
b=+0 2 59 X 
1 
1 5-4 21 1 
= lim —In EE жер 5-2 
boto 2 | Ь 3 2 | | 
1 . р +4 2| 1 
зз | 2 4p» 5-2 


Portanto, a integral converge e tem como resultado EL м5 = 2 =0,7218. 
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7.6 - EXERCÍCIOS - pg. 325 


Nos exercícios de 1 a 23, calcular a integral indefinida. 


3 2 
=2[—>—dr=2[> ar 
x(x+1) Ж-Е 


(ee 
x+1 


2 
-| вэ с 


= х? -2x+21n |x+1]+C 


[ 2x+1 
2x? -3x-2 
E hel 


5 


-4| 45.65 
2 1 х-2 
Х ai 
2 


радас 
21 5 


жы ш+2+С 
21 5 
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x-1 


Эсэн nemen 
A B C 
dA as 


Cálculo de А, Вес 
(х —1) = A(x+1)(x+2)+ B(x-2) (x-- 2) C(x - 2Yx +1) 


x22 > А.3.4-1 
A= ho 

х=-2 > С.(4)4-1)--3 

с=-% 


х=-1 > В.(-3).()--2 


Assim, 


(e 


x-2 x+] x+2 


2 к-2-2ш х41-2ш х-2|-С 
12 3 4 


Зх? 
4. |—— av 
[55 -x° —2x+1 


Cálculo de A,B e C 


x’ Ae (5-5) es - 0 х- 1 рс) 


586 


2 
A=1 
3 
х=-1 > в.62,-3 -1 
2 
But 
3 
xe tem e 
2 2) &2J.4 
хо 
3 


r2 3(( 1. ms 
249 x-1 х41 х-12 


ze х-141ш EBEN" 
2 2 2 


2 
5. 222 


x 2х+1 
A B 
= | dx+ || ——+— —— dx 
| (5 m 


7 10 
=x+||) — +—— | 4 
: 5 y] 7 
=x+71m|x-11- +0 
x-1 


1 
р 
2 


А В С р 
st as 


Cálculo de A,B,CeD 


+C 
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x—1= A(x—2) (x — 3) + B(x —3)° ФС(х-2)(х-3)-0 (x— 2) 


х-1= А(х*—8х° «21x-18) B (x? -6x+9)+C (6 — 7? +16x-12)+ D(x? -4x+4) 


А-С-0 
-8А-В-7С-Р-0 
214-6B+16C-4D=1 
-18А4-98-12С-40--1 


А=3; В=1; С=-Зер=2 


Assim, 
3 |: ж... ^2 
Ге + ++ (4 
|= | x= 3 € É 
-1 
= 3In [x - 24 ын . -3ші- 3+2. М = ТА 


= 3In НИ БН 
X — x= 


= 3 ln 5H 
x-3| x-2 x-3 
2 
(x +1) 
7. dx 
CEI 
I = E B + E t 2 ах 


Cálculo de А, В, Сер 
x’ +1=A(x-2) + B(x — 1) (x — 2)° +C(x-1)(x—2)+ D (x—1) 


А=-2; В=2; С=-1; D=5 
Assim, 


588 


I = -2In|x-1|-21n |x- J+ -+C 
2 2(х-2) 


= -21n |x- 1| + 2 In |x- J+—— C 
2 2(х-2) 


х-Д 1 5 
-——+C 
Е] х-2 26-27" 


(I. Do 3 60 
x-1 х-2 2(%-2) 


= 211 


Cálculo de A, Вес 
I=Ax(x-4)+B(x-4)+Cx? 


x=4 > 1=16С ~. С= Va 


A+C=0 2 А--Мб 


EE y aqp E 
16 4-11 

--lanpeloelaap-a44c 
16 4x 

due oh ue 

16 x 4x 

ү. =. 
2х° +2 
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3 2 
- 12 ша Жа 
2 X +1 


x 
2 


2 


Eta (12 +1)+ arc tg x+C 


Cálculo de A,BeC 
1= A(x? +4)+(Bx+C)x 


4 
A+B=0 > В--И 
С-0 
Assim, 
a 
X х +4 


Зуи ЕШ +4]+с 
4 4 2 


= i-i (x? +4))+c 
4 2 


2 
Ea Ја Le? +1|+2 arc us с 
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3x dx 
=) 2 111 


2x-1+1 
0 Е: 
25-1 ах 
21851: 
3 а 
Sapé еі. 
1 
MA d 
ES 4 
‚1 
= Зла | Lgs и 
2 ug 
2 
= Imp” -хэ | + are tg 2-1 
2 paes E 


E | ян 8 


ах 
“Їр eem 


А Вх-С 
=f Без ах 
x+2 х--2х-а 


Cálculo de A, B e C 
1= А(х? —2x+4)+(Bx+ C) (x42) 


A+B=0 
-2А-2В-С-0 
4A+2C=1 


Assim, 


591 


ды ç JAA И 


x+2 а" 


=] 1 
2200 "TT 
gi 


12 ОЕА 2х+4 
Lp o i 28222 1-0 

12 12 22 х -2x+4 30 х —2x+4 

Ера 1 | е zi 

12 4“ х--2х-4 4* x —2x+4 


E x+2|-—_In k -2х+4|+2. 
12 24 4 


шэг 10 Laga 
43 43 


Биг 


(e +2x+3) 
"ic 2x+2—2 “| dx 
(x 2 12x43) (2 +2x+3) 
Е ap 230.0 E dx 
(à +2х+3) (х+1# +2] 
1 (е -2х-3| _2 х+1 5 1 [ dx 
2 =] 2 2(2-1 (2 +2x+3) 4(2-1)* x «2x43 
1 -1 x41 2 dx 
2 x 2x43 — 24 x! +2х+3 


=x-2 


+1 
А +C 
“202-2х-3|. DLE у E 


А Bx+C Dx+ E 
= || —+— +—— dx 
Cálculo de A, B, C, D e E. 
1= Ale? –х+1) +(Bx+C)x (x? -x+1)+(Dx+ EX: 


x=0 > 1=А 


1=A (x* — 2х3 +3x" –2х +1)+ (8х + C) (3 -x + х)+ Dx? + Ex 


| 


392 


A+B=0 
-2А-В-С-0 
3A+B-C+D=0 
-2А-С-Е-0 
A=1 


А=1; В=-1, С=1; р=-1, E=1 
Ássim, 


К ах 1 —2х—1+1 ах 1 —2х+1—1 ах 
Ё x 3 x!-x41 udo. aro qe З 
E 1p-2x41 , 1p dx (1((-2х41 х 1 dx 
aco ¡apra fd | 1 (ар 277 


аА eea 
-1 22x=x+1 2 (2-х-1| 


1 
1 1 qeu 


= In 4-2% 8-4 -2 


= _ 1 20 2 1 dx 
= Іп x| ur "es umi pues B ely 
2 


= 51-218 тг" Эр "X3 +C 


4x* 
7 dx 
— 6x +4х+8 


15: == 
| EE 
= | qe AAA 


(x-2y (х+2) (x+1) 


= [4dx+ | S URDU, Е /; > Их 
Х+1 х-2 x-2 (х-2) 


Calculando A,B,C, e D: 
Ax! +24x? —16x—32 = A(x - 2) (x + 2)+ Blx-2) (x+1)+ C (x-2) (x+ 2) (х+1)+р (х+2) (х+1) 


593 


A+B+C=4 
-2А-38-0-0-24 
-4А-4С-30--16 
8A+4B-4C+2D=-32 


Аа ВЕСЕ D=16/ 


Assim, 


І- а 2103 ја (іш; 


x+1 pr 


- trt Sin |x+1)-4In БЕН: Pm n. 


16. | a га 
37--х-- 
2 2 
1, 
ас 1 х dx 
1=|— ar =| 
2 1 1 3) > 1 1 
o CAD m ——xX—— 
6 6 6 6 


3 2 1 22 
6 6 
1 А 
= = Ja] т 1 ах 
| 2 3 


594 


= do [ха 
х +9 
= mpe тт? +9+С 


Calculando A,B,C, e р: 
1= (Ах+ B) (x? +4)+ (Сх + D) (x? + 1) 


A+C=0 
B+D=0 
4A+C=0 
4B+D=1 
а. р l/.r-n.m-_-—l 
А=0; В= Y; С=0; р= 22 
Ássim, 
1 -1 
A % 
I= | —— dx + | —— dx 
l l| 
E ch gd dog PEG 
агсан га 


ит” born дар 
S а F 


3 2 
19. ЇЕ Tx +2x+] 
xX = 


3 2 2 
ЈЕ +x шан ffe? қыза), 


ах 


xe 
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Calculando A, B e C 


x +2х+2=А(х? +x+1)+(Bx+C)(x+1) 


A+B=1 
C+A-B=2 
А-С=2 


E 
1= | т 3 3 
1 x +x41 
= к 2 н 
3 3º X +х+1 


= хеш +х+1|+с 
3 3 


| x dx 
(x? + 2) 
Fazendo 
x? Ax+B , С-В 


(x? + 2) x 42 (x? + 2) 


Calculando A,B,C e D 
х? = (Ах+В) (x? +2)+ Cx+ D 
х = Ax? +2Ах+ Вх +2B+Cx+D 


A=1 
B=0 
2А-С-0 > С--2 
2B+D=0 > D=0 
Assim, 


596 


= x —2х 
muc dx 


(2 + 2Г 
-1 


=“ +2] x 
2 


=} +2 л -С 
2 2 


dx 
21. 
ІЗ — 3х3 +3х? -x 


| E mE. D 
x'-3x 43x -x x x-1 (x-1y (x-1y 


Calculando A,B,C e D 
l= А(х-1) + Вх (х-1) + Cx (x-1)+ Dx 


3З4-8-С40-0-.С--1 
Ássim, 


a dea dj 


2 
= In |x| + 1n [x - 1|- eem ac 


x __А " B à C " D 
(х-1/(х41) x-1 (x-1Y x41 (ы) 


Calculando A,B,C e D 


597 


x= A(x—1)(x+1) + Blx+1) + C(x -1y (x 1) D(x—1) 
x= A(e +2х + x— x° -2х-1)-Вх +2Bx+ B+ Ch? +x? —2xº -2х+х+1)+ Dx? = 2Dx + D 


А-С-0 
A+B-C+D=0 
—A+2B-C-2D=1 
—A+B+C+D=0 


A=0,B=1/4,C=0,D=-1/4 


Assim, 


" NEA 
"er ej 


Pu I s C 
4 = 4 -1 
2121 m 1 n 
4х-1 4х+1 
2 
X +2x-1 
23 
e + 
x^42x-1 A B Cx+ D 


Calculando A,B,C e D 
х?+2х-1= А(х-1) (x? +1)+ Blx +1)+(Cx+ D) (х-1) 


x=] > 2-2В . В=1 
х? +2х-1= Al +11 —1)+ BO + В + С? -2€ + Сх + Dx? —2Dx + D 


A+C=0 
—A+B-2C+D=1 
A+C-2D=2 
-А+В+р = –1 


A=1B=1C=-1,D=-1 


598 


-х-1 
[= l + : E I dx 
x-l (x-1y хы 


A Р (х-1)7 -хах q dx 
Eo x ТИ ссе 


= |n 1-5 m 2 -1-ағс tg x+ C 
ГЕ 


24. Verificar a formula 


[ E sdb 6 C 
a —u 2a u—a 
1 А B 


Calculando A eB 
1=А(и+а)+ B (u —a) 


и=а > 1=2аА .. A=! 


2a 
и--а > 1=-2аВ v». в--У, 
Assim, 
du du 
І- = 
ЇЕ-2 лэх 


ШЕШЕДІ 


= im ju—d+ In ju+a|+C 
2a 


2a 
а и а 
га и-а 


1 1 


25. Calcular a área da região limitada pelas curvas y = (201528 = tj 


х= 2 e x= 


A Figura que segue mostra a área. 


-2 
= | — 
| (х — 1) (x — 4) 
Fazendo: 
-2 А В 


(х-1)(х-4) l 


Calculando A e B: 
-2 = A(x —4)+ B(x - 1) 


sed. SOR s B=-% 


x21 > -2=34 ~ A=% 


Assim, 


BIEN 


x - 1) (x - 4) x-1 x-4 


-2mpk-j-2mpk-44c 
3 3 


A= E lx - il -Žin 5-4 
3 3 


3 
| 
-20(82-11)-2(81-102) 


ndn Фе a 2u.a. 
3 3 3 


600 


26. Calcular a área da região sob o gráfico de y = de х--2 ate x=2 


x! +2x+5 
A Figura que segue mostra a área. 1 
y 
0.44 
SR 
s 
| 5, 
-2 1 1 2 
{ ах Г Ах 
иг 10 
A +4 
2 arc tg —— 
2^ 9 2 l5 
1 
= 5 arc tg —— —arc tg | – — ua. 


27. Calcular a área da região sob o gráfico y — TG- de x=] ate x= 4 
х (= 


A Figura que segue mostra a área. 


601 


0.47 


— dx 
8. 


мэт AA 
xí(x-5) x хі х-5 


1=A(x-5)x+B(x-5)+ Cx 


x=0 > 1--5В . B=- Y 


- - : — 1 
х=5 > 1=25С .. C= 25 


A+C=0 2 А=-И, 


(EE a 


2 
x x 5 


602 


1 
28. Calcular a área da região sob o gráfico de y = ——— de х=-2 ate х= 2 


(г + 3) 
A Figura que segue mostra a área. 


0.2-- 


-0.1-- 


dx 
І-|- 
ee: 
х= 312 0 


dx = 3 sec? 0 40 
х? +3= 31020 +3 
= 3 (1620 +1) 
= 3 sec? 0 


[= [12% ё УЗ sec? 8 | 46-21-46 


9 sect Ө sec? 0 


- 3 [сов 8 d8 
9 


-Х өрө 26)«c 
2 4 

2 x x 43 | 
PE arc tg 22. 


+1 
3 74 434 x? БЕРЕ 
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х УЗ dk 


А-| ах 43 


5 + 3) 


E ха 
pocos Oe" 


29. Investigar as integrais impróprias 


+ dx 
шиж тог 

ах 
I2|——— 
; [с 

1 А B С 


1= А(х—5)х B(x- 5) Clx?) 


SN >. 1.253 ==> qe 


18 ОВ 9 оды) 


25 
1 
х=0 > 1-В.(-5) > Hcc 
x=] = 1=-44-4B+C 
ap 
5 25 
T ELM 1 -1-20%1-25 
5 25 25 
her 
25 
ER 
25 


| 


604 


е cse dx 


— In 
25 


=— + 
5х 25 


I = lim э... 
b+ 10 x? (х-5) 


X 


bcn 5b 25 5.10 283) 10 
1 1 Іп 2 


3 3s 35 


In2 1 


A integral converse e tem como resultado -----. 
25 50 


fe 2 dx ЭН 2 ах 
ох (х-5) 0 х (х—5) 


x 


5х 25 


1 1,3 1 1 
— + —In—-— lim +— Ш 
710 25 2 чо \5г 25 


= +оо 


r=>0* 


A integral diverge. 


605 


Iz 
5 x"(x-5) 
| [9 ах Ti dx 
5 x (x-5) 99 x (x-5) 
10 dx dx 
1, = = 
| | x(x—5) іш) x'(x—5) 
10 
=> 


X 


UT 5 1, ЇР 
= lim КЕЗ” -|--%--і 
"э5 50 25 Sr 25 


= +00 
A integral diverge 


: 2 2 m m МИ 
30. Determinar, se possível, a área da região sob o gráfico da função у = (гар ае а 


+o. 
A Figura que segue ilustra este exercício. 
y 
+ dx 
1= | ; 
del (2 + 1) 


606 


2-1 


dx _ xh + ТШ 1 [ dx 
(x? + 1) 


Па TETE a 2.(2-1) “21 
_ x | dx 
2(+1) 242 


= ^ S og x+cC 
2 HI ace 


qe dx _(0 ах E сы dx 
рр h 


x +1 х? + 1) x + lJ 


. 2 " : : y + dx 
Como o integrando é uma fungáo par, basta investigar a integral [ 


Temos, 
. b dx 
1,= lim f, (2-1) 


b 
0 


: х 1 
- sl + DS tg J 
= —arc tg (+ 00) 


1 
2 
== 


(x? + 1) | 


607 


7.9 - EXERCÍCIOS - pg. 333 


Nos exercícios de 1 a 14, calcular a integral indefinida. 


L [ (1+ зеп х) 


sen х(1 + cos x) 


Fazendo: 
репе = 
5% 
Temos: 
Ë 2t J 2 dt 1+ 2r 2 df 
ya 1--12/141 -| l+ +£ 
2 1—1? 2t l+ «i-r 
2 + 2 2 2 
1-1 1-1 1-1 1-1 
21-412-21) 
„ү. 2 2 
-| (+2) ды] ТЕЧ) шаар P 
41 41 2 t 
(1-42) 
2: 
E 241 
2 Ї 


Рена 
2 t 


2 
Y Gar ТЕ; 
21-2 


tg? Ž 
PA. x 1 x 
= +12— +— 11 |; +C 
r 
ч чы — 
1+ sen х + cos x 
Fazendo: 
1-1 2 
22: 
Temos: 


608 


2dt 
=f ¡PES =f 2dt 
Or "pef 2t+2 


1+? d£ 


= |“ арас 
t+1 


-ІП +C 


X 
tg — +1 
25 


3 [ 2dx 
14 sen x+ig X 


Fazendo: 
t=t Ш 
Temos: 
2.24! 


Р 1+7 
Ја! 2t 20 1+ 
1+ 1+£ ТР 
=| — 2 
2 2: (1-1 +2 (141 ) 
цаа 2. 
=], 441 (+: 21)- г) 
1-4) 21-24 +21 +21 


4 === 
`J 445cos х 


609 


Fazendo: 


t=18 Ž 
2 


Temos: 


-| 24 1 


1-£g 4+41 45-52? 


1532 


5. | Ood — 
3 + cos x 
Fazendo: 


t=18 ^ 
2 


Temos: 


2dt 


1 


1-12 
1+? 


Ге | 1-1 -| 24 


ТЕР 3+3 +1— 


1+? 


610 


d 
6. | МЕ. ИБ 
l-cos x 
Fazendo: 


1-1 — 
52 
Temos: 


2dt 


2dt 


1-І 


2 
ге] E. 


1+2 


24 а 
ur 
-1 


7. [ 1+ с0$ х 
1 – sen x 
Fazendo: 


t=18 ^ 
2 


Temos: 


-j 


dx 


1-1 


2 


"у ера 


611 


RE 
r=Í 141 24 
1 


_ A 146 
1+2 
Iker 
-| I+ dt 
Е 1+? 
И 
=| 2а 
ера а 
| 4 dt 


Я (-1)(-0) 


4 __А " B ‚ “+В 
(-1 (14422) 1-1 (-ір r+ 


4s A(e-1) (8 +1)+ Ble? +1)+(Cr+ 2) (1-1) 
1-1 > 4=2B . B=2 


42 AP +10? —1)+ BP + B+(C1+ D) (e? -21+1) 
= AD +At- At -A+Bt +B+Ct –2а CE Dt — 2Dt + D 


A+C=0 
—A+B-2C+D=0 
A+C-2D=0 

— A+B+D=4 


A=-2,B=2,C=2,D=0 


Ке y E к 
t-1 m Ü +1 


25! 
21 


--2In|r- нэ ЕШ 


x | 2 
tg— — 1 — 
а |1 
2 


+In ° +1+С 


=-2 In +18? +1+С 


612 


8 [ ах 
"4 3-+ sen 2x 


Fazendo 
u=2x 
du = 2dx 
e 
ісі — 
227 
Temos: 
du 24! 
1= [2-2 _ I+ 
3+senu 2 3+ 2t 
2, 
1-1 
2dt 
-ij 1+2 -| 4 
22 3+3 +2t 32 +21+3 
14-27 
=2| dt 
а вы 
24.7 
1 а 1 3 3 
== =—.— arc tg ——= + C 
3 Я 3 
1) +8 % 48 
3 9 3 
3 1+3) 
= arc tg = +C 
48 48 
= ТР ашт 
48 48 
3tg —+1 
arc tg +C 
48 48 
3tg x+] 
= arc tg +C 
48 48 


9. | cos (%-1) d 
2 – cos (2t - 1) 


613 


Fazendo: 


и= 21-1 
du = 2а 
е 
t=tg É 
2 
Temos: 
I= cos u du 
2—cosu 2 
1-2 га 
l+ E 
pem 
ETUZ 
a 
[CL (+0) ES 1-2 drt 
2424-14 (+02) 3841 
EET — 
2 2 
“a sasi 7 1 4 
(+ |+) 
3 
Usando: 
1-2 At-B Ct+D 


= + 
Пы? Н -1/3) 142 Pl 
1-12-(Аг-ВХ -1/3)-(Сг-0)-0) 


А-С-0 
B+D=-1 


КЕНЕ! 
3 


le+p=1 
3 


А=0,В =-3,С =0,D=2 


614 


1 —3 2 
І-- + dt 
ШЕ a] 


2 
= —arctgt + —=arct зї) + С 
8 В gl 


= С == + ДЕ = tC. 


10 jp 
` Í 3- зет + cost 


Fazendo t = tg > : 


2du 
I- 1--и2 
2и 1-и? 
27 2 
l+u l+u 
-| 2du 1--и2 


au Qu +2u+4 


= arc tg +C 
"7 У 
2 2 
= arc tg AE +C 
MA 
06 5+1 
= arc tg +C 
J Л 
и. | шаг o 
4sen e" —3cos e^ 
Fazendo 
u-e* 
ди = e" dx 
I -| du 


4sen и —3cosu 


615 


Fazendo 1 = tg 5 2 


24 
» 1+7 
I=|— rr 
| 2 _, 1-Р 
14222148 
21 
= [ti ТЕР -=f 2dt 
8-3-3/7 З +8r—3 
148 Н 
F 
=Í 3 
Pata 
Fazendo 
2 
3 _ А В 
= + 
он O КЕ E 
3 3 


<= ak- Y)+8(0+3) 
= Y > B= Y 


со 
ES sa 


t+3 t-1/3 
--үн (+3)+ № t- Mec 


m < lig 


1 u 
= –— 12 — +3 == 
57152) | о 


x x 


Td 
575 


+3 


НЕС 
3 


pim 
5 8 


12 [е 
“4 1+соѕ0 


616 


Fazendo t = tg Ё : 


NUM EIS шы prae 


1+? 


== + 2arc tg t + C 


0 0 
=—tg—+ 2arc tg | tg — |+ C 
55 13 


13 ¡AA 
“4 sen x + cos х 


Fazendo t = tg - : 


2а 
-| 1+1? 
2 1-1 
1+7 1+1 
24 
= [Abi 14-17 
po 1 
EP 
--[ 2dt 
12 —2t—1 


1 А В 


По [79:35] о) 
l=A Ale - 1e 42) Blt-1 542) 


617 


1 4 І dt 
дао тоа 
-— 1-424 тоц" 


ЕТЕ ы); 21642 +C 


5 


1 
227 


14 | С 
`J 4— sen 0 + cos Ө 


Fazendo 1 = tg E : 


-[ 2dt 1+? 


3-1 aig = 
= =arc tg —+C= arc tg +C 


м4 yla 414 


618 


1 
15. Calcular a área sob a curva y = —————,de х= 0 а х=”. 


2 + sen x 


A figura que segue mostra a regiáo dada. 
y 


0.67 


0.47. 


0.27 


1/2 


n 4 


i Dos 


r= | dx 
2 + sen x 


Fazendo t = tg - : 


241 24! 

1-| 14:22 140 
2 2t 2+2 +2: 
Ao — 4 

1-1 1+? 


=Í 2dt =f dt 
201 +2t+2 Irt re] 


619 


3 2 1 
= —— arc t = arc t 
da SE ao 5 
2 


2+cos x 


1 1 
16. Calcule а área limitada pelas curvas y = ————— e y = ———— — entre Y e 7, 
5 d 2—cos x 2 2 


A figura que segue mostra a região dada. 


620 


| 
-n/2 n/2 


2 
2-2. 
/12-совх 2+C08x 


I=[ ! — : 59 
2—cosx 2+cosx 


Fazendo t=tg 5 : 


1 2 
e 
1—7 |1-4 
2+ Е 
1+2 1-1 
-| 24 1+2 Ж. 2й 141 
[4245 1343 


_ == 2| dt 
г TE 2-3 
2 1 t 
= arc tg43 t +(-2)—=arc tg——+C 
5 8 (-2) E 8 E 


2 x 2 1 x 
= — атс tg | 43 tg — |- ——arc t quie 
ез ад 45 2 


621 


Portanto, 


% 


2 x 2 1 x 
А=—=агс 12] МЗ tg — |— — arc tg| — tg — 
43 | 4 J 43 (s : | 


“7, 

2 2 1 2 2 -1 
=—=arct 43 - ас! —-—-—rarc 1 -43 + = arc 12 —= 
"LAE ML EC дан ца: 
_ 2 z 2 7,2 л 2 Л 

33 43 6 43 3 436 

2л 2-3 

=== Tua. 

343 9 


Nos exercícios de 17 a 33 calcular a integral indefinida: 


17 
хү5х= x? — 6 


Fazendo 
45x-x! -6 = (х—2).ї 
5х-х-6- (x— 2) t 
-(х-2)х-3)- (х-2) NS 
puce) 
x-2) 
12 = 3-х 
x—2 
3-х 
r= 
х-2 
temos que: 
22723 
1+7 
dcc 


(+2) 


45x—-x? -6 = (x-2).t 
_ t 
1+ 


Assim, 


— 2t 
T—— —Á dt 

_ (+?) 
2-0 t 
1+? 1+2 

pe 


2? +3 


Ж 2, 


2 10 E 


18. 
Г (х+4) Vx? +4x+9 


Fazendo: 


Vx +4x+9=x+t 


gp- (4-2) 00)-(º -9)C2) , 
(4-2): 
28/-47-217-18 
a ay 
– 21 +81 —18 


= dt 
(4-21) 


Temos: 


623 


= др +8t—18 


= 5 — dt 
1-1 (4-2) 
t —9+16-8t t -9+4t-ť 
4-21 4 21 


-| – 21° +81-18 
J [e –8 +7)(-7 +41-9) 


dt 
m 2-2 „ 
1. = 


= 41 ар Еа) +С 
6 6 


2. 1-7 
= — |р |—— 
6 1-1 


үх? +4х+9-х-7 
ух +4х+9—х—1 


+C 


+C 


idu 
3 


19 p= 
| xNAx? + x—3 


Fazendo: 


МАХ +х-3 = 2x t 
4x? +x-3= 4x +4xt +t 
1 +3 
Хээ, 
1-4 
| 2t - A +12 
(1-41) 


Temos: 


624 


2t— 4t +12 


eeel dt 


ÜX3(. 2-3 
2; +t 
1-4 1-41 


2 44x? +х-3-2х 
= —arc tg | —— P |+C 
43 43 


ade 
Fazendo: 
Мах = x+t 
I+ x+ x° = x? +2xt +° 
x-2xtzt?-1 
x(1-21)= 1? -1 
12 —1 
E 


X 


жа БЕ 2 ЕА 
(1-21) 

21-40 +27 -2 

Цин T. 

_ – 21 +21–2 
ШТЕЙН: 


4 


dt 


2 
—t+t-—1 
414 xx) = — 


1-21 


-2 +2t-2 1-2 
= d dt 
(1- 2r) = +t—1 
ШЕ 


-|------і|-2%С 
1-2: 


= -ln 


I-2 4 ex +24 + C 


625 


21 (e =: 
| х\/2+х-х? 


Fazendo: 
424 x— x! = xt t 42 
24 x-x! = xi! 4 242xt +2 
1-х= xt? - 22t 


_1-2У21 
1+ 
WP — 24— 2/2. 
dx = 3 
(+0) 
_ У 1 +1+/2 
(- 2)at 
1+1° 
Temos: 
-2—42 P NON D) 
Жк гл. 
1-22: -42 ++? 
I+ 1+? 
= — 2dt 
1-2 4/21 


nC 


2 
1 In ll - 242 Mr - 2 
x 


E 
x+1 
22. dx 
Е |У2х + x 
Fazendo: 
М2х+х2 = хі 
2-24 
= 2? +4t 
dx = 


lar 


2 


2—2t 


626 


x+] = 
2-0) 
42 
2Х-ЕХ “сары! 2 +2) 
(2-21) 
Temos: 
Ü-2t-2 -2t +41 
= ; x 2 
1-1 2-21 me UN 4 
БЕЛЕ O 
(0-2) 2-2 
2. 
а | 22), 
ЕСЕ 


t 1-2 


-1 1 
= =- — ————ə—— + С 
J42x*x!-x 42х-х —x—2 


dx 


ші Їнэ —2х—3 


Fazendo: 


ЕСЕТ); 


627 


== 
(1-2) 
1- 
122 21-51 +2t—3 
21+ 2 21+ 2 


1 
=2.—arct T sg 
2 8 


2 
24. [= l+x+x Ён 


RT DD x+ x° 
Жы 
Vl+x+x?=x+t 


t-l 
1—2t 
que P 
(1-21) 
l+ x+ х2 Мн 
1—2t 
TR (2-1) 
(1-21) 
2_ 
1-414 x+ x° ЕТЕ ЕТЕ Ше 
1-2 


Temos: 


628 


1—3+2 – 21 421-2 
їр 1-2 (1-2) 
1 = d 
| (2-1 8221 | 
(1-2) 1-2 
GU 
: 
“Їр S )(t—2 
(-1 m 
? de 
Ra E 


„рек, 


dt 


1-1 1-1 (t+1) 


s зар 


1 
---іп(1-1)--іп(-1)-- +C 
4 its) 4 Цэх 2 =1 


| е 
t-1 2(t+1) 
Vl+x+x?—x+1 _ 
Nl+x+x° -x-1 


1 

= —]n 
4 

3 


---ІП 
X (28 x+ раі 


4 


је“ 


dx 


e +3x+2 


Fazendo: 

Vx? +3х+2 = (х+1) 

(х +1) (х+2)= (х+1) 13 
х+2 = (x41)? 


29; 


x-x =t —2 


Х1-12)- Ü-2 
_ -2 
1-1? 


= (рече )2:— [£ —2)(—24) л 


о, 


| 2t -2P +21 — At 


Ја) 


СО = Еј 
i 1-2 
2-1 
"dp 
Temos 
— 2t 
1-2} 2 1 
йе]! sa l. d 
1—1? 
2 
er 


| 1 1 

= | MI 
1-1 1+t 

= In|L 7-4 In | +1+С 
1+1 
1-1 
| МХ +3х+2 


= In хїї С 


1 ух? +3х+2 


E x+1 


х+1+\/х? +3х+2 
х +1– хе +3х+2 


= In +C 


= In +C 


26 == 
4x? +2х—3 


Fazendo: 


630 


Ах -2x-32 x+t 
x'-2x-32 x° + 2xt + t° 
2x-2xt=1* +3 
12 +3 
“2-2 


(2-21)2: -(? +3)(–2) 
(255) 

| At — AU +2 +6 

c CON 

_ -2t +4+6 

ЕСЕ; 


ах- dt 


dt 


2 


КЕЛЕТ ЛЕСІНЕ: 
2 
2473-21-21 
E 2-2 
-t +21+3 
НЫ 


Temos: 
-2/7 +41 +6 und 
I- jc (2- 21) 
= +2t+3 
a 2t 


=| dt 
2-2 
= -ln |2–21+С 


= —In[2-2(V2+2x-3-x)+cC 
--һ|2%2х-3-х-1(»С 


ах 


27.41------ 
1211 


г=- | dx 
2º (2x+1) Vx’ + x 


Fazendo: 


631 


үх +х = х+ї 


x!4x2 x! 42xt t? 


x— xt = t? 
t 
1-21 


х= 


discs (1- 2:2: -t° (- 2) 


(1-21) 
шон 


(1-22) 
222062 


- а 
(1-21) 


— 2 +21 ir 


1-1 (1-21) 


20-2041 РЕ 


1-2 


ы 
DI —2t+1 


632 


2t—1 
= arc tg +0 


=arctg lol xX +x- "s ЈЕ С 
= arc tg E +x “2x1 С 


28. p=. 
49x? +12x+5 


Fazendo: 
49x? +12x+5 = 3x+t 
9x? +12x+5=9xº +6xt+t? 
12x-6xt 2 1? – 5 
t5 
х= 
12-6 


— = 2. — 
ж-02-6).2 GEDIGI 
(2-6) 

_ 241-121? +61? – 30 
(12 — 61) 
– 6t? +241 —30 
= ; —dt 
(2-6) 


2. 
Nr s Sa, з; 


12-6 
_ 3⁄2 -15+121- 67 


12-6 
_ —-3C +121-15 
12 — 6r 


Temos: 


633 


— 61 + 24t – 30 
rf (2-6) 

31412 =15 
12—61 


= 2-47 +12+5 +3x +С 


29. | dx 


= 22274423 
(2x 1) x х+ 


Fazendo: 
x -1+3 = х+ї 
x? + Y = x +2xt+t? 


2xt+x==-p? 


2-1 
4 


x= 
2t 1 


(21 - 1)(- 2-3 юэ 
t 


(21 +1) 


-42-0:-3-28 
2 


dx = 


(21 +1) 


0029029 
Кезш 


(1-1) 


634 


буа 
ЕЕ ТЛ 21 


21-1 
5/ _5,2— 9, — эр 3 
E 2t^ —2t a 2t 214% 
21-1 21-1 
Temos: 
92-95 
2-21 25 
2 
BE um 4 
2. 4 
2t -1 2t 41 
x x 


gs 2r -2«3)Jf t АСИ 
E — 


-| 5 dt+ | № ” 
И aa 


= Ї к= ЦЕ nl Sec 
21 2 2 
1 
t— ES 
zm AR 1 [2£=1 
% 2143 


2x! — x43 -2х-1 
=L 24 +C 
2 2x -x Y, - 2x43 


30 (E 
хх +x—3 
Fazendo: 


4x! +x-3=x+t 


x +x-3=xº+2xt+Éº 


x-2xt=t"+3 
КЕ С 
1-21 


635 


4, 20) 21 (e? +3)(-2) 
(1-21) 
_ 2t- 4t? +27 +6 
НИ (0—24 
_ – 21" +21+6 
(1-21) 


dt 


2 


et sas 


1-2 
2173-41-21 
|^. 1-2 

_ РЁ +1+3 
1-2 


Temos: 
= 2 42146 
= (1-21)? 
du Ела SP 
1-2 1-2t 
[ – 21 +21+6 
(а (ата 
-| га! 
1 +3 


1 t 
= 2.—=arc tg —= + C 
(87528 
e dE 4x! *x-3-x 
43 43 


+C 


31 [e 
xv x^ —4x—4 


Fazendo: 


4x! -4Ax-4 2 xt 
xX — Ах — 4 = x! + 2xt + 
21 +4Х = —-4— f 
-4-1 
21-4 


636 


dx = 
(21+4) 
— 4t’ =8 84207 
= dí 
(21 +4) 
=D -8t +8 
(21 +4) 


2 
Vx —4x-4= ы ж 


21+4 


ааа] 


dt 


-4-P +27 +41 


21+4 
_ 1 +41—4 
ИЖ 
Temos: 
= аас 
is Ін (21 + 4) 
4-1? тай 
2t44 2-ға 
- = == 


Бон је 
2 2 


Vx -4Ax-4-x 


= arc tg 2 +C 


22. [== x+3 


4x? 2 


Fazendo: 


4x! +2x=x+t 


х +2x= X2+2xt +I 


2x— 2xt = 2 
Ü 
х= 
2-21 
2 
2 21 цэ 


637 


ЦЭ: 
ЕЕ t^ +21 


2-2 
_ 17 *6-6t 
2—2t 


+3 


Temos 
t —6t+6 -2t +4t 


(ja 
4 4t —8t +4 
1 —41+5 
=2|| —-———— | dt 
ЈЕ а 


_ 1 = ылы, 


(= O 


= ор 
2 2 


-1 
ы а 


=> +42 - x|-21n Me ez +0 


dx ХЭЛ 


== 
43-2x-x? 


Fazendo: 
43-2x- x! = xt + 43 
NE 0434 
t +1 


_ W3 t +41-24/3 p 


d. 
i (2-1) 


сг 268 


Р +l 


638 


Temos: 


2.13 t? + 4:— 2.3 


(2-1) 


I= 
| = CORRA) 
t +l 
-2 
= dt 
a 
= —2arc tg t + C 


= —2arc tg 
Ж 


а 


43-2x- х? Е 


+С 


639 


8.11 - EXERCÍCIOS - pg. 379 


1. Demarcar os seguintes pontos no sistema de coordenadas polares. 


(a) P (4,77) 

©) РА, - 7/) 
(© P/-4 74) 
(a) P4777) 


74 Eixo polar 


P, P; 


2. Em cada um dos itens, assinalar o ponto dado em coordenadas polares e depois 
escrever as coordenadas polares para o mesmo ponto tais que: 


(1) r tenha sinal contrario 
(ii) 0 tenha sinal contrario 


(a) (2,74) 
@ (-2,54/) 
(ii) h, = 17) 


7/ Eixo polar 


b) (V2,-5/) 


(ә [- 2, - 44) Eixo polar 
Gi) (V2, 57/) ON Л» 


© 5.227) 
@ (5,524) 
(0) 5,- ыг | 


Eixo polar 


(a) (4,52) N 


à C4 17) 
Gi) (4—72) 
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Eixo polar 


3. Demarcar os seguintes pontos no sistema de coordenadas polares e encontrar suas 
coordenadas cartesianas. 


a) (8,24) 
x= r cos Ө 
x = 3 cos 7^ 
цаа 

2 
x=15 
3 УЗ || 
2 2 
b) (-3,+24) 


у = r sen Ө 
y=3. aas 


Р 


113 
^" Eixo polar 


Kia 
ы Eixo polar 


х= -3 cos ZÁ 


у = —3 sen 74 


23408 
y “> 
y = -2,59 


Eixo polar 


Eixo polar 
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Ее ы RR E 
2 2 
x=-15 y = 2,59 
335 = (-1,5; 2,59) 
20 


4. Encontrar as coordenadas cartesianas dos seguintes pontos dados em coordenadas 
polares. 


a) (-2,224) 
х--2со274--2.-/-1 

у == sen 22, = 2.36 =—/3 
b) (4,574) 


= STU uit 
x = 4 cos КА = –1,5307 


l-45) 


(-1,5307, 3,6955) 
y = 4 sen 51 = 3,6955 


o 8, 132) 


= 137 _ 472. 
x=3cos v, = 3 > 


-342 
= 13л/ — 
y =3 sen Ду = 5 


а) (+10, 74) 
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== T/ — _ = 
x= 10 cos 77, = 10.020 


(0, 210) 
y =-10 sen 77, =-10.1=-10 
e) (10,344) 
х=-10 cos 32, =-10.0=0 

(0,10) 


y =-10 sen 31, --10.-1-10 


f) (1,0) 
х=1соѕ 0 =1 


(1,0) 
y=1sen0=0 


5. Encontrar um par de coordenadas polares dos seguintes pontos: 


a) (1,1) 
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„= 2 
1 
созб = -— 
J2 5л 
=> Ө = — 
DE PES 4 
42 
57. 
(V2, 574) 
d) (1-1) 
r=2 
1 
cos0 = — 
J2 TT 
> acm 
seno = — 


M2, 774) ou (V2, 774) 


6. Usar. 
a)r>0e0<0<2x; 
b)r<0e0<0<27; 
c)r>0e -27<0<0; 
d)r<0e-27<0<0; 
para escrever os pontos P (45, -1) e P; le \/2, x em coordenadas polares. 
вһ3.-1) 


ps 
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Пл 5л -T -17 
а) (2 an) b) - 2, :3 с) (2 =) d) - 2: =” 
Р,(- 2, – 2) 
r=2 
ки лс С ipaum 0-27 
2 2 4 


5л T -3m 2012 
а) [2 > b) [- 2, z) c) [2 = d) - 2; ==) 


7. Transformar as seguintes equações para coordenadas polares. 
a) у =й 


г? cos? 0+r?sen?6 = 4 
(2-4 


PEREZ 
b)x=4 
т совд = 4 
с)у=2 
г зепд = 2 
d) y+x=0 


r sen 0+r cos 0 = 0 | = qualquer 


r (sen 0 + cos 0) = 0 sen 0 = —cos 0 
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0-E ake 7 


e) x?+y?-2x=0 


г? -2r cos = 0 
r-2cos0=0 
r=2c0s0 


Dx + у:—бу=0 
г? —бг send = 0 
r= 6 sen 0 
8. Transformar as seguintes equações para coordenadas cartesianas 
a) r=cos O 


2 2 X 
ух? + y? 


x +y’ -х=0 


b) r=2 sen O 


1 
c) r= 
cos 0 + sen 9 
1 
x +y = 
x y 
+ 
4x + y? yx? + y? 
x+y=1 


d)r=a,a>0 
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ух + y? za 


x +y =а? 


Nos exercícios de 9 a 32 esboçar o gráfico das curvas dadas em coordenadas polares. 


9. r=1+2 cos 0 


10. r=1-2 sen Ө 


11. r=aztbcos 0 


a=2eb=3 
a=3eb=2 
a=b=3 
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r=2+3c0s 0 


r=2-3c0s 0 


r=3+2c0s 0 
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4% 


r=3-2c0s0 


1» 
=} 


r=3+3cos0 e r=3-3c0s0 
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12. r = cos 30 


13. r = 2 cos 30 


14. к- 2 sen 20 
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15. r =2 —cos 0 


16. r=2-—sen Ө 
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17. r=atb sen Ө 


r=2+3 sen Ө r=2-3 ѕеп Ө 


г= 3+2 ѕеп Ө г= 3-2 sen Ө 
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г = 2+2 sen Ө гт = 2—2 sen Ө 


18. rcos0=5 


19. r2 2 sen 30 


699 


20. 8.2 = 
4 


7/4 Eixo polar 


21 p= 
9 


Eixo polar л19 


ру2 


22.57 cos 0 = -10 
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23. г? -4 cos 20 


24. г= 30,020 


25. r=4 sen Ө 
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26. r=e*,0>0 


27. r= 42 


Eixo polar 
2 


28. r =10 cos 9 
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29. r=2 (сов 2 


30. r=12 sen Ө 


31. E 


-|500 -1000 -500 1000 
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32. r=20 


Nos exercícios 33 a 37, encontrar o comprimento de arco da curva dada. 


_ „8 2 EL, 
33. r - e" , entre 6-0e6-7 


34. т = 1+ cos 0 
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2| seno) +(1+cos 0) ae 
0 
= 2| sen^0 +1+ 2cos 0 + cos? 0 40 
0 
-2[ 2+ 2cos 0 
0 


- aaf I+cos 0 40 
0 


= 2/2 | (2сов? 2 ад 
[0] 


= 2/2 | 42 cos 549 
0 


л 


cde 
2 


0 


=8 z: sen o) 
2 


=8 u.c. 


35. г= 2а ѕеп Ө 


% 
s= | 2a cos 6)? + (а sen 0): de 


= => [a ав 
0 0 


= 4a ще 2am u.c 
2 


En 2 ine 40-27 
36. r=30?,de 6-0 até O= 2 
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21 


s= БЕЛЕСІ: 
0 
2⁄4 

= |5,99%4-6: lae 
0 


27 


= ЕС (4 + 02) aqo 


~ ~ 20 22 2 _ Зл 
37. r=e% de 0-0 até 0 = КА 


s= | (2279 y +e* dg 
0 


3л, 


2 
- | уде“ +е%аө 
[0] 


элу 352 
- [45 сав = Be 
^ 2 
0 
= Ele 217 Ё 


38. Achar o comprimento da cardióide г =10(1—cos 0). 
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s = 2f (10 sen 0)” +100(1 - cos 0) 40 
0 
= 2| 200 — 200 cos 6 40 
0 


- 2 [4200 1—cos 6 40 
0 


= 211042 42 sen? 5 ад 
[0] 


= 2.1042 2 [sen + do 
0 


T 


aos 
2 


0 
= —80 Ё шэн cos o 
2 


= 80 и. c. 


Nos exercícios 39 a 46, encontrar a integral que dá o comprimento total da curva dada. 


39. r? 29cos 20 


r = (9 cos 2 ө)? = 3(cos 29º 
— 3sen 20 


4 cos 20 


r= 5 (cos 20) 2 (- sen 20)2 = 


4 2 
s= 4| O ca uade do 


о | cos 


-4f 9 sen? 20 +9 cos? 20 29 
a cos 20 


в 21 ад 
0 


cos 20 


40. r 23 sen 30 
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% 
s= 6] (9 cos 30) +9 sen? 36 de 
0 


% 
= 18[4/9 cos? 30 + sen? 38 40 
0 


41. r = 4 cos 40 


% 
s = 16 /(-16зеп 40) +16 cos? 40 49 
0 


% 
- 64 [416 sen? 40 + cos? 40 do 
0 


42. r? 29 sen 20 


r= 3(sen 2 дуг 


r= 3 (sen 2 0) %.0028.2 
4 2 
s=4| 9 cos” 20 


\ +9 sen20 ад 
о Y sen 


ПИ Ра ушык Эд, 
-4[ 9 cos“ 20 +9 сеп“ 20 


ад 
° || sen 20 


“dg 


со 
= 20 


43. r = 2-3 cos 0 
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JG sen ӨР + (2—3 cos 0) 40 


1/9 sen? 0 + 4—12 cos 0 +9 cos? Ө 40 


13-12 cos 0 ад 


22 
I 
N 


II 
N 
on о—— ч SONS 


II 
ы 


44. г= 4-2 ѕеп Ө 


% 
s=2 | |C 2 cos 0) +(4-2 sen 6) de 
EZ 


% 
=2 |У4 cos? 0+16—16 sen 0+4 sen? Ө ад 
7%, 


7, 
-2 [420-16 sen Ө 49 
2: 


-T 


7, 
-4| 5-4 sen 0 49 
-% 


45. r =3+2 cos Ө 


((С2 sen 6): +(3+2 cos 0) do 


1/4 sen? 0 +9 +12 cos 0 + 4 cos? Ө ад 


13+12 cos 0 40 


22 
I 
N 


|| 
к5 
So ==> SY ota о — == 


2 


46. r =4+2 sen Ө 
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:-2.2 0-2 соз0)4 


0 


= [(9—12 cos 0+ 4 cos? 9) do = [(9–12с050 + 2 + 2с05 2046 
[0] 0 


= (110 —12 sen 0 + sen 20); 


= Пли.а. 


53. у = 4(1+ cos 0) 


А = 2.5 [16(1+cos 9) de 


0 


= 16) (1+ 2 cos 6 + cos? 0) do 
0 


= цо sen 64 50+ sen >) 


T 
0 


= 24T и. а. 


54. т = 4(1— соз 6) 
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16(1 + sen ө) аө 
EZ 


уд 
A=2. | 


% 
= |16 + 2 sen 0 + sen? 0)40 


2 


1. 1 2 
- 1$ 9+2 (- cos 0д)+ —60 -= sen | 
2 4 »" 


= 24T и. а. 


56.. г=4(1- sen Ө) 


16(1— sen 09) 40 


57. Encontrar a área da intersecção entre 7 = 2a cos 0 e r = 2a sen 0 
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2а cos 0 = 2a sen O 
cos 0 = sen 0 


0-2 
4 


1% 
А-2.- (Аа? cos 040 
22 
4 
_ a (7-2) 
2 


u.a 


58. Encontrar a área interior ao círculo r = 6 cos 0 e exterior a r = 2 (1 + cos 0) 
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6 cos 0 = 2 + 2cos 9 
4cos0=2 


2023 25 pub 
2 3 


36 cos? 0 40 


ЛА 
= [36 cos? 0 40 
0 


1 1 % 
- "rim 2] 
2 4 


0 


ЛАН s cepi s 
— 


% 
[4 1 + cos 0)“ аб 


0 


1 
А, ыг 
% 
= f 4(1+ 2cos 0+ cos? 6) 
0 


EN. 
= За + 2sen0 + 2 sen = 


0 


59. Encontrar a área interna ao círculo г = 4 e exterior à cardióide г = 4(1— cos 0) 
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А 
а= 22 fls -16(1-совө) o 


% 
= ((16—16--32cos6 - 16cos? 0)40 
0 


-32-4лила 


60. Encontrar a área da região do 1º quadrante delimitada pelo primeiro laço da espiral 
г=20, 02 0 e pelas retas =. е 8-7 


719 


37, 
2 
A= 22 [0+2 sen 0) do 
7, 
= [1+4 еп 0+4 sen” 0)40 
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=0-4cos 0+4 1 E 2 
2 4 


343 


-Л----и.а. 
2 


62. Encontrar a área da região interior ao círculo r = 10 e a direita da reta r cos 0 = 6. 
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10с050=6 


cos Ө = 2 -. д=агс pu 
5 5 
Rs 


А-24 | (97-55) № 


3 
-(1009-36їӨ| 5 


100 arccos- — 48u.a. 


63. Calcular a área da região interior às duas curvas: 


а) 2r=3 e r=3sen0 
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---.9 20-24 29) 
2 4 


= 1 2x 943 


" 24 16 


b) 2r=3 e г =1+с08 0 


1+ соѕ 0 = 


cos 0 = 


722 


> 
| 


КА 
1 Зл 
to ue 


A, = Ж. Г(-сов ay de 
225 
% 
241-273 
24 


А а 


123 


8.18 - EXERCÍCIOS - pg. 407 


1. Encontrar a massa total e o centro de massa de uma barra de 12 cm de 
comprimento, se a densidade linear da barra num ponto Р, que dista x cm da 


extremidade esquerda, é (5x +7) kg /ст 


ge (x) dx 


12 
m= [(5x- 7) ax 
0 


2 12 


SS qa 
2 0 
-2 1447.12 
2 


= 444 kg 


_ 18 
х= — |х(5х+7)ах 
т 


0 


2. Encontrar a massa total e o centro de massa de uma barra de comprimento 3m, se а 
densidade linear da barra num ponto situado a x т do extremo esquerdo é 


(5x? +3) kg/m. 


р(х)= 5х? +3 


3 
т = |(бх° +3) dx 
0 


3 3 


= 52 43x 
3 0 


= 54 kg 
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3. Calcular a massa total e o centro de massa de uma barra de 5m de comprimento, 
sabendo que a densidade linear num ponto é uma função do 1º grau da distância 
total deste ponto ao extremo direito da barra. A densidade linear no extremo direito 
é 5kg/m e no meio da barra é 2kg /m 


р(х)= k (5 - x) К, 


p(5) =k,=5 
p(2,5)=2,5k+k,=2 2. k=-12 


[-1,2 (5- x) 5] ax 


3 
| 


|| 
o 1 DDN о 


(-6+12x+5) dx 


= |(L2x—1) dx 
2 5 
-123--х 
2 0 
=10 kg 
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| х(12х-1)4 
0 


= 
den 
ШЕ 


150 -3) 


= Т 


4. Uma barra horizontal esta localizada sobre o eixo dos x, como mostra a figura 
8.105. Se a densidade linear num ponto qualquer da barra é proporcional à distância 
deste ponto até a origem, determinar o valor da constante de proporcionalidade, de 
modo que a massa da barra seja 


b+a 
= u 
р(х) = kx 
b 
m= | kx dx 
b 
= ЕЕ? -a?) 
К м Жа. 
2 2 
К(Ь?°—а?)=Ь+а 
Ь 
i төвт 
_ 1 
b-a 


5. O comprimento de uma barra é 2m e a densidade linear no extremo direito 6 1kg/m. 


A densidade linear num ponto varia diretamente com a segunda potência da 
distância do ponto ao extremo esquerdo. Calcular a massa total e o centro de massa 
da barra. 


р(х)= kx 
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š 
|| 
O > 
| 
~ 
N 
5 


N 


|5, 


c 


|| 

дэ +|— 
~ 
Oe 


> 
| 


> 


o > 
> 

~ | 
~ 
a 
ES 


DIO ых 


6. Determinar о momento de inércia де uma barra homogênea де 3 ст de 
comprimento, em relação a um eixo perpendicular, que: 


a) passa no ponto médio da barra; 
b) passa por uma extremidade da barra. 


Considerar a densidade linear da barra igual а 0,8 kg/m 


ТЕСЕ 1,5) .k dx 
0 


ЕЖЕЛ 
3 0 
= 2,25к (k=0,8) 
= 2,25 .0,8 
= 1,8 kg m 


727 


= 
3 
0 

=9k 

=9.0,8 

= 7,2 kg .m? 
3 " =0k 

OBS.: no outro extremo temos f x k dx > 

° =7,2 kg .m 


7. Uma barra horizontal mede 8 т de comprimento. No seu ponto médio a densidade 
linear é 0,8 kg/m e cresce proporcionalmente com o quadrado da distância até este 


ponto. Se numa das extremidades a densidade é 16,8 kg/m , determinar a massa е о 
centro de massa da barra 


р(4)- 0,8 
р(х)= к (x — 4) +0,8 
p(8)=16k+0,8=16,8 . k=1 
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js a – 4)? + 0,8] а 


8 
[x —8х +16 + 0,8) dx 
0 


4 З. 2 2 
ЖЗ а n s 
т|4 3 2), 


= _! 196.27 = 3.9997 
49,07 


8. Determinar o momento de inércia da barra do exercício 7 em relação a um eixo 
perpendicular que: 
a) passa no ponto médio da barra; 
b) passa por uma das extremidades da barra. 


= 443,73kg.m? 


-1(08-(х-4Р)8-хр ax 
(0,8 + x? 28x 416)(64 16x + x?) dx 


(1075, 20 – 780,8x + 208,8x^ – 24х° + x Dax 


|| 
TEN RIEN m 


= 1228,8kg m^ 


9. Achar o momento de inércia da barra dos exercícios 1 e 3 para um eixo 
perpendicular que: 
a) passa pelo extremo direito; 
b) passa pelo extremo esquerdo; 
C) passa pelo ponto médio da barra. 
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Exercício 1 


(a) 
L = [(12- х) (5х + 7) dx 


0 
12 
= |(720х +1008 -120x° – 1682 + 5х' +7x°)dx 
0 


3 2 12 
-5X 113 + 5527 +1008Х 
4 3 2 | 


= 12672 kg . cm? 


? (5Х +7) ах 
(x? -12x+36)(5x + 7) dx 


2 
= (532 + 747 – 60x? —84х +180х + 252) х 
0 


4 3 2 12 


= 5% -53% +96% +252x 
3 2 


0 


= 5328 kg . cm? 


Exercício 3 


(a) 
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~ 


1, 


E 1,2 (5-х) +5 (5- xy ]ax 


4 з |5 
-128-3) _ 56-2) 
4 3 


0 


=2083kg.m 


тт 
с 
~ 


[-12 (5 - x) - 5] x? ах 


Е 6+ 12x +5] x? dx 


|| 
о ул ON о 


= 145,83 kg . m° 


жа 
© 
— 


(2,5- xY -12 (5 - x) - 5] ax 


| 
о ул О Ot 


(6,25 —5х + х?)(—6+1,2х)+5] ах 


[7,5х + 5Х х2 — 6х? +1,2xº — 6,25] dx 


2 3 4 3 


= —6,25x +12,5% -% +1,2% -6 
2 3 4 


= 20,833 kg . m° 
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10. Uma barra localizada sobre o eixo dos x tem extremos x=0 e x=4.Sea 


В 1 
densidade linear é dada рог р(х) = ur determinar a massa e o centro de massa da 
x+ 


barra. 


ll : dx 
ЛМЕ 


= In e i^ =1n 5 u.m. 


11. Determinar o momento de inércia da barra do exercício 10 em relação a um eixo 
perpendicular que passa no ponto x = –1 


4 
1,- | : (+1) dx 
ЕЕ 
4 
= | (x + Ddx 
0 
2 4 
=> +x 
0 
- 12 
12. Determinar a massa е о centro de massa de uma barra que esta localizada sobre о 
eixo dos x, com extremos nos pontos х-0 e x=1. A densidade linear da barra é 
dada por р(х)= е" 
1 
т-|еж-е =e-lu.m 


192 


гэн 
х=— | xe*dx 
m 0 
1 
1 
--- (х e" — e“ | 
ш 0 
1 
---(е-е-1) 
е -- 
_ 1 
e-l 
13. Determinar o momento de inércia da barra do exercício 12 em relação a um eixo 
perpendicular que passa pela origem 
1 
1- | xe" dx 
0 
VARE 57 х 1 
= (x е* —2хе* +2е ) 
0 
-е-2е-2е-2 
-е-2 


14. Uma barra homogênea mede 3 т de comprimento. Se о seu momento de inércia em 
relação a um eixo perpendicular que passa por uma de suas extremidades é 
22,5 kg . m? , determinar a densidade linear da barra. 


9k = 22,5 > = 22 =25 


p=2,5kg /т 


15. Uma mola tem comprimento natural de 10m. Sob um peso de 5N , ela se distende 


3m: 
a) Determinar o trabalho realizado para distender a mola de seu comprimento 
natural até 25m. 
b) Determinar o trabalho realizado para distender a mola de 11m a 21m 
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f(x)» kx 

5=3k 

5 

k= 2 = 
5 F(x)==x 
a) 

15 215 
у = хах--- 
E | 
= 187,57 
b) 

11 

= [5х4 

|3 

E 

22] 

"€ 


16. Uma força de 12N é necessária para comprimir uma mola de um comprimento 
natural de 8m para um comprimento de 7 m. Encontrar o trabalho realizado para 


comprimir a mola de seu comprimento natural para um comprimento de 2m 
f=kx12=k.1 . k=12 


х 


w= аха 12% 
2 
= 216J 


17. Uma mola tem comprimento natural de 12 m . Para comprimi-la de seu 
comprimento natural até 9 m , usamos uma força de 500 N . Determinar o trabalho 
realizado ао comprimir а mola de seu comprimento natural até 5 т. 


f = kx; 500=3k 

_ 500 

k = 5004 
500 500 х2 | 
v [Pra PE 
0 

12250 
3 
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18. Um balde pesa 5N e contém argila cujo peso é 30N . O balde está no extremo 
inferior de uma corrente de 50 m de comprimento, que pesa 5N e está no fundo de 
um poço. Encontrar o trabalho necessário para suspender o balde até a borda do 
poço. 


peso balde + peso argila 35N 


1 
O peso de um metro da corrente é Пү : 


Quando o balde subiu x, о peso correspondente da corrente é: (50 — x).0,1. 


f(x)=35+(50- x).0,1 


50 

w= [(35--(50— x). 0.1) dx 
0 

2 50 

= 35x $x- 01. 


0 


= 1875Ј 


19. Um tanque cilíndrico circular reto, de raio1,2 me altura 3m está cheio de água, 
achar o trabalho efetuado para esvaziar o tanque, pela parte superior. 


3 
w= [9,807.1000 z (1,2). (3- y)dy 
0 


3 


2 
= z (1,2) .1000.9,807 É y- > 


0 


= 63549,36 J 


20. Um tanque cilíndrico circular reto de 2m de diâmetro e 3m de profundidade, está 
cheio de água e deve ser esvaziado pela parte superior. Determinar o trabalho 
necessário para esvaziar o tanque: 

a) considerando que a água seja deslocada por um muro de um embolo, 
partindo da base do tanque; 
b) por bombeamento. 


135 


a) 


3 
w= [9807.1 (3— y) dy 
0 


3 


2 
= 9807 43 yz > 


0 


= 441315 z J 
b) 


3 
w= [98077 (3- y) dy 
0 


3 


2 
= ШЕ y- 3 


0 


-044131,577 


21. Um tanque tem a forma de um cone circular reto, de altura 20m е raio da base 
102 cm. Se o tanque está cheio de água, encontrar o trabalho realizado para 


bombear a água pelo topo do tanque. 


M Ср en xot e sis 
y-0 20 20 


raio: 0,051y 


20 
w= [9807 z (0.0515) (20 – y)dy 
0 
20 
= 9807 zr. 0,002601 [(205? — y” Jay 
0 


20 


3 4 
= 25,508 z 20 2— — > 
3 4), 


= 340106,66л/ 
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22. Um reservatório cheio de água é da forma de um paralelepípedo retângulo de 
1,40 m de profundidade, 4m de largura e 8m de comprimento. Encontrar o 


trabalho necessário para bombear a água do reservatório ao nível de Im acima da 
superfície. 


1,40 
w= |9807.32.(2,40- y)dy 
0 


1,40 


2. 
- 980732 240) +] 


0 


= 746901127 


23. Uma comporta vertical de uma represa tem a forma de um retângulo de base 4m е 
altura 2m. O lado superior da comporta está a 0,5m abaixo da superfície da água. 
Calcular a força total que essa comporta está sofrendo. 


2 
F- [9807.5 – y).4 dy 
0 


2 


2 
— 39228 E y- 3 


-117684 М 


0 


24. Um tanque tem a forma de um prisma quadrangular de altura Im. Se o tanque está 
cheio de água e o seu lado da base mede 3m , determinar a força decorrente da 
pressão da água sobre um lado do tanque 


1 
= [9807 (3-3y)dy 
0 


1 


2 
= 9807 Ë = 23 


= 14710,5 М 


0 


131 


25. Uma chapa tem a forma da região delimitada pelas curvas y =х? e y=4. Se esta 


chapa é imersa verticalmente na água, de tal forma que seu lado superior coincide 
com o nível d'água, determinar a força decorrente da pressão da água sobre um lado 
da chapa. 


F = [9807 (4-3) (J5 + ht 


4 
= 9807 | (4-у)2/у dy 
0 
A „% 
E O 
= 9807.2| 4.—— – 
2 Y), 


=167372,8 N 


26. Uma chapa retangular de Im de altura e 2m de largura é imersa verticalmente num 
liquido, sendo que sua base inferior esta a 3m da superfície do liquido. Determinar 
a força total exercida sobre um lado da chapa, se o liquido pesa 4000 N / m. 


1 
Е = [4000 (3- y)2 dy 
0 


2 
y 
= 8000 | 3y — — 


= 8000 (3 – Y) 


= 20000 2 2.10* N 


1 


0 


Nos exercícios de 27 а 30, temos uma comporta de uma represa, colocada 
verticalmente, com a forma indicada. Calcular a força total contra a comporta. 


27. Um retângulo com 30m de largura e 10m de altura; nível d'água: 2m acima da 
base da comporta. 


738 


2 
F = [9807 (2 – y)30 dy 
0 


2 


2 
- 9807.30 СЕЗ 


0 


= 588420 № 


28. Um trapézio isósceles com 30m de largura no topo, 20т de largura na base e 8m 
de altura; nível da água coincide com o topo da comporta. 


dy 


8 
ғ = [9807 @- у).2.27+5° 
0 


8 
ӨӨ 1 0640-55380] 5 


0 


3 2 
ВШ 2 = а 


4 


4 2 
= 7322560 N 


0 


29. Um triângulo isósceles com 16m de altura no topo e 10m de altura; nível da água 
coincide com o topo da comporta. 


F= [9807 (0- y) y+% ууу 
\ : 
= | 9807 (0-,)2» ау 
| | 
z | 9807 (157-2) dy 
0 


2 3 
= 0807/16.) - $X- 
2 53 


= 2615200 N 


30. Um trapézio isósceles com 17т de largura no topo, 9m na base e 5m de altura; 
nível da água: 2m acima da base da comporta. 
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2 
Е = [9807 8-3) ух48) dy 
0 
Г 4 
=2.9807 | 2-5) [45+45] а 
0 


Е (8 4, 
=2.9807 | 2y+9-2 y? – 4,5у dy 
ac 5 


2 3 2 
— 2.9807 а елі 
52 873 2), 
-197447,6 М 


31. O topo de um tanque tem 3m de comprimento e 2m de largura. As extremidades 
são triângulos eqüiláteros verticais, com um vértice apontando para baixo. Qual é a 
força total em uma extremidade do tanque, quando ele está cheio de um líquido que 
pesa 12000 N/m? 2 


43 
ғ = [12000 [5 - y)2 
0 


= 12000 =12.10° N 


32. Uma chapa é limitada pela curva y = х? e a reta y=1, no plano xy, com o eixo 
dos y apontando para cima e suas escalas medidas em metros. A chapa está 


submersa em óleo, cujo peso é 9600 N / m? , com а reta y=1 sobre a superfície do 
óleo. Qual é a força do óleo em cada lado da chapa? 


1 
F = [9600 (1 у) 2. y” dy 
[0] 


1 


% yA 


y? y 
= 19200 | — —— 
5 7 
% 21, 
= 2194,28 М 
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33. Uma lámina tem a forma de um triângulo retângulo de lados 3,4 e 5m. A lámina 
está imersa verticalmente num líquido de tal forma que a hipotenusa coincide com o 
nível do líquido. Determinar a força exercida pelo líquido sobre um lado da lâmina 


se o peso do líquido é 6500 М/т? 


Cálculo de Л: 


A área do triângulo pode ser expressa como: 


3.4 


Área: А= 2 =6 
2 


Portanto, 


Cálculo de b: 


2 
j е 2 +b’ 


ь-1% 


a=”, 


2 


741 


Equação da reta que passa por (0, 0) Р A 27) 
2423 
1 y 


Equação da reta que passa por (0, 0) (6/, 27) 
4 


== 
37 


Assim temos: 
12 


F= Í 6500 (% 5 ЈЕ у+ И ер 
0 


= 31200 N 


34. A função demanda para um certo produto é dada por p = —2x° +9 sendo p o preço 
unitário em reais e x a quantidade demandada semanalmente. Determine o excedente de 
consumo se o preço de mercado é estabelecido a R$ 5,00 cada unidade do produto. 


A figura que segue mostra o gráfico da função demanda e a área que representa o 
excedente de consumo. 


Temos: 
42 
CS = | (21? +9-5)dx 
0 


3 42 
mU ду 2377 
3 0 


Resposta: R$3,77 
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35. Um fornecedor de produtos de limpeza estabelece que a quantidade de mercadoria a ser 
colocada no mercado está relacionada com o preço p, em reais, pela função p= x? +5х+1. 
Se o preço de mercado é igual a R$6,00, encontrar o excedente de produção. 


A figura que segue mostra a área a ser calculada. 


p 


'Temos: 
34/5 /2-5/2 
PS = |6-х – 5х – dx = 2,24 
[0] 


Resposta: R$2,24 


36. A quantidade demandada de um certo produto A está relacionada ao preço unitário p, 
em reais, por p=10-2x e a quantidade x (em unidades) que o fornecedor está disposto а 


: : C 3 
colocar no mercado está relacionada ao preço unitário p por p= 2! +1. Se o preço de 


mercado é igual ao preço de equilíbrio, determine o excedente de consumo e o excedente de 
produção. 


A figura que segue ilustra o problema 


743 


Temos: 
Ponto de equilíbrio: (18/7,34/7) 
18/7 


cs= [(10-2x- ах = 6,61. 
0 


18/7 
Р5- | liado 
7 2 


37 Estima-se que um investimento gerará renda à taxa de R(t) igual a R$180.000,00 por 


ano, pelos próximos três anos. Determine o valor presente deste investimento se a taxa de 
juros é de 6% ao ano, compostos continuamente. 


3 
VP = [180.000x e dy = 494.189,36 
0 


744 


8.4 - EXERCÍCIOS - pg. 344 


Nos exercícios de 1 a 14, encontrar o comprimento de arco da curva dada 


уе 


2 
1+5? ах = [26 ах = 26 x 
= 
= 426 (2+2)= 44/26 u. c. 


-2 


ев 


, 2 pA 
= x 
d^ 
2 2 ТА 
s= |а | 2 м 
1 9x4 1 9x4 
у 
= о“ +4) ах | de 
1 


==. 12 «ap 6.x2dx 
CI 


18` % | 
-& (o +4 ЈЕ = Б 2% ыу E 


¡[e 
|| || 
92 о.о о > о > 


4. 4545 200 
x22cos't 
y-2sen't 


Л, 


2 
s= 4 [436 сов“ t sen^t + 36 sen*t cos? t dt 
0 


% 


= 4 6. J sen?t cos? f (cos? t+ бе?!) dt 
0 


% % 


2 2 
= 24 | sent cos t dt = 24.2 
0 


0 


= 12 и. с. 


22 


€————— о — Ре 


— 
um 
+ 
Ма о N 
=; 
| 
е 
N 
5 


— 
L+. 
E 
> 
— 
ON 
as 
е 


= 
- 
o, - 
с 


ао оу? 8 2,4 4 8 2,4 
БЕ | 214160 -8y*+1_ 16y* +16y* -8y* +1 


4y? 16y* 16y* 
16у +8 +1 (4у*-1) 
16y* 16y* 


21 1,1 
3-543535 
53 


-1 
7. у= je +e™) de (01) a [ x | 


месе) 


Ф 
| 


= 


|| 
o о о о о — 
= = 
mÓ 
+ 
| + 
о 
N 
= 
N 
+ 
І 
N 
к 
— 
a 
~ 


d 


— 
+. 


— 
к5 
+ 
б 
N 
~ 
+ 
б 
"| - 
= 
5 


VIH + кюе 


С —— Om — 


O | 


x 
48 [2 

18:24 |а 
45 dx o 
+1=1 
x =r —1 
x= (e -1)2 

1 


dx = — 
2 


(> аЛ: 2t dt 


- аз ЖШ ТЕП 
são 


dd tq Аш је] + c 
2 2 


d н = 
2 1 
2 — 
ЗАХЫН ыш ыр 
yx’ +1+1 
J8 
x +1-1 


ce [Nado 


Мх +1+1 


| 


cosec x dx 


Z 
л sen? x 
] 


= e, 
+ Isen?x+cos? x Í 
се CT х= 


11. y 244 x? +2 de P,(0, 2) ate P (1,6) 


y =4. за? = 6x2 


1 

s= 1+36x dx 
ЈУ 
[0] 


1 


1 (1+36x)2 


m 
30 J37 -1) 
(37 (3712 с. 


Eus 
36 
кез 


2-54 


12. y=6[/x? -1) de P,(1, 0) ate Р (22,6) 


lI 
— 
4223 
ыг 
оз 

+ 

— 

ON 


| 
— 
(OS 
pi 
сх 
+ 
= 
NS 
NO 
~ 
Ox 
a 


- ШЫ -172 


= 1818-1717 
25442 -17411 u.c. 


13. (y - 1f. = (х+4) de P,(-3, 2) ate P (0,9) 


y-1= (x + 4)2 
y=1+(x+4)? 


y= Sra)! 


8010-1313 |. 


27 


14. x? = y?, de P,(0, 0) ate P(8,4) 


Z £ (40/2044) 


718 
= = (80/10 —8)u. с. 


Nos exercícios de 15 a 21, estabelecer a integral que da o comprimento de arco da curva 
dada. 


15. у-х”,0<х<2 
y =2x 


m (Мах dx 


1 1 1 
16. у=— de P,|—,4| ас P | 4,— 
"x ЈЕ | | U 


-Ó 
+ 
5 


22 
|| 

~ 

E Пи 


e 


~ 

+ 

-- 
> 


ie 
~ 


= 
~ 


17. x – y? =1 де B(3-242) ate 55242) 


x =1+ y? 


х= (1+ yy > x =Z y 2; 


2/2 2 
s= 22 ; dy 
2221 I+ y 
2 242 І+ у? + y? 
ES 14 y? 
ЗЭВ ay 
401 13:97 


18. у=е", de P,(0,1) ate P (2, e?) 
у-е 


2 
5 = [Vt e? dx 
0 


19. y=x?+2x-1,0<x<1 


y 22x42 


1+(2x+2) ах 


41--4х2 +8х +4 dx 
44x? +8х+5 dx 


ta 
| 


|| 
om- ом o- 


20. у= үх, 2€ x «4 


| 1 
s= f i+ ах 
д 4х 


21. y=sen3x, 0€ x <2Z 


y = 3 cos Зх 


27 


s= |М15-9 cos? 3xdx 


0 


Nos exercícios de 22 a 29, calcular o comprimento de arco da curva dada na forma 
paramétrica. 


A e Ses АВ 
183 


1 


= ;;65 485 -13 Bu. с. 


23. aa. ) 12 (0. A 


y=2(I-cost) 


x = (1—cos t) 
y =2 sent 


4(1—cos 1) +4 sen?t dt 
441-2сов t + cos? t + sent) dt 
24/2 —2cos t dt 
2 (1— cos t) dt 


са 
II 
о = 


|| 
о a о => SORA 


-242| 1— cos t dt 
0 


= 2/2 | [25en? 5 dt 
0 


-2/2(,2 sen dt 
0 


--4.2. алан - [s = cos o) 
25 2 


= -8(0 -1) 


= 8и. с. 


x=-—sent 
24. | „ге [0,27] 
y=cost 


27 
s= [№со$? t+ sen? dt 
0 


т 
5- г cos? t+ 2t cost sen t + sen°t + cos? 1—21 sen t cos t +t sent dt 
0 


= [W1++? 4 
0 


-5 1+1? ZI eren 


0 


=> 1+ 7? 21: т+уї+л? 


x=31+2 
| , te [0,2] 
y=t-1 


2 
з= [149 at 
0 
= 10 || = 2410 


2 2 
s= [+ dt = | мг +1dt 
[0] 0 


u=t +1 
du = 2t dt 
2 2 Y | 
2 
;- jit a LE | 
; 21 
ETC 1) 
23 
= (5/5 =1)u.c 


x=e'cost 
28. 15122 
y=e'sent 


E =-e'sent+coste' 


y =e'cost+sente' 


x=2cost+2t sent Л 
29. ,0<t<— 
у = 2 sen t – 21 cost 2 
x = 21 cost 
у= 21 sent 


Л, 


2 
s= [var cos? t + At? sen?t dt 
0 


% 1 
= [2t a = 2— 
J 2 


30. Achar o comprimento da hipociclóide 


2 3 
о | гє [0,27] 


у=4 с0$ 31 


a sent. cos t 


y =—4.3cos2t. sent 


Л, 


2 
s= 4 | 12? sent cos? t +12 cos t sen?t dt 
0 
% 
= 4 [12 sen t cos t dt 
0 


21% 
dp qa ner 
2 0 
48 
= (pn 
E (1-0 
= 24 и. с. 


31. Achar о comprimento da circunferência. 


х=а cost 
| „ге [0,27] 


y =a sen t 
у 
x --а sen 
у =acost 


Л, 


2 
s = 4 | Уа? sen^t + а? cos? t dt 
0 


% 


= 4[adt - 4at = 2 ал u.c. 


0 


32. Calcular o comprimento da parte da circunferéncia que está no 1? quadrante 


л 
4 
t 
- 7 sen — 
: 4 
2л 2 
7 t 
s= | B 224 J cos? — dt 
"AV 
27 27 
7 7 
= dt -—t| -—Zu.c 


Nos exercícios de 33 a 35, calcular a área da região limitada pelas seguintes curvas, dadas 
na forma paramétrica. 


х = COS Í 
X = cos Í 
е 


1 
y=sent жо 


% я 
А= -4 | sent (= sen t) dt +4 | Z sen t (7 sen t) dt 
0 0 
1 
э7--2 
2 
= — u.c. 
2 


х-2 сов?! х = 2 сов? 
34. е 
у =2 ен у =2 sent 


2 


2 % 
А- | [2 sen t (-2 sen t)at — ЇЕ” sen*t.2.3c0s? t(— sen 2 
0 0 


-4 41-1 а) 
2 2 


% 
=412. z-u| sen*t (cela 


в ж 


-12| sen*t cos? t dt 
0 


0 


T, 


7, 
= 47 —48 | (sen*t — беп“) dt 
0 


= 47 +48 Ë sen't cos t + | sent ај — 48[ sent dt 2 
6 6 0 


% 7 75 
= = sent cost| +48 | [sent di — 48 | sent dt 
6 ô Za A 


1 3 % 
=47-8| —— sen't cos t+ | sent ај 
4 4 5 


гүй 
=ar- м) 

2 0 
Зл Sm-3àm 5л 
-------------И.с. 
2 2 2 


=47 


y =3x-2 
кележ-е 
(L1 > 1-1 (1,1) > 1=0 
24) > t=2 (2,4) — t=1 
2 1 
A, =|1.1.dt A = | (1+3 t). dt 
1 0 
312 ai 
d 128 
31, 0 
x 22 
3 2 
nn 
2 3 


36. Calcular a área da arte da circunferência 


x=2 cost 


y=2 sent 


que está acima da reta y=1 


(0,2) > 1=%% 


(13, 1) > 2cost-43 .. сов = 23 оі 


oO 


% 
A, = [2 sen t (-2 sen t) dt 
% 
% % 
- 1 
= “га-д sen 2] 


: 2 


2 


--2л-3ү/3-6л 4л-343 
6 6 


A Т 
_ 4л +343 - 643 
6 
Ал – 33 
талына 


37. Calcular а área da região delimitada pela elipse 


A, = [ sen + (3 sen t) dt 
%, 
0 
- 3 | sen? i dt 


Л, 
2 


37 
= — u.c 
4 
А=4. — =Зли.а 
: D из “223 . x = 3cos t 
38. Calcular a área da região limitada à direita pela elipse 2 : e a esquerda pela 
y=2sen 


3/3 


reta х = —— 
2 


3 TT 
—— =3cost .. — cost . t=— 
2 6 


% 


=6 E 2t 
2 4 


0 


39. Calcular a área da região entre as curvas 


REN 2. 
е 


y=2sent y=sent 


0 
A = 4(4 sen t(—2 sen t)dt = 8л 
75 


0 


0 
1 1 
А, мн =m 


А-8Л-л-7ли.а. 


р T х = 3 с0в 1 
40. Calcular а área entre o arco да hipociclóide ТЕ D. лу | 
у=3зеп”ї 2 


careta x+y=3 


А,= [3 sent (-3.3 cos? t .sen t)dt 


II 
N |a => о 


sen*t cos? t dt 


= 27 


27| sen*t (1 = бепті) а 


27 (sen*t = sen°t) dt 


о | — = n| aeo n| aeo 


% 


27| — sen^t cos t А67 cos m t cos f - —t 
24 16 16 


0 


21 


MA 
2 


32 


1 

6 
1 
6 


9 27 144-277 
=—- л = и.а. 
2 32 32 


m қР x = 4 sen`t 
41. Calcular a área delimitada pela hipociclóide Р 
у = 4со8 t 


ж 


y 


% 


A= [4cos*t.4.3.sen'r.cost dt 
0 


% 
= [ив cos* t зеп?) dt 
0 


T, 


2 
= [48 cos* t( 1— cos? 1) dt 
0 


% 
- [48 (cos* t — сове t) dt 
0 


37 
= — и. а. 
2 


А=4.22 =6ти.а 


42. Calcular а área da região 5 , hachurada na figura 8.12 


x=k(t-sent) 
у-К(1-сов:) 


27 

A= fk (1— cos г) k (1— cos t) dt 
0 

(1— cos ty dt 


= k? 


((—2соз t + cos? г) 


27 


1 1 
t —2 sent+-—cost sent+—t 
2 2l 


= к? ila) 
2 
= k? .37 


= Зл k'u. а. 


8.7 - EXERCÍCIOS - pg. 359 


Nos exercícios de 1 a 5, determinar o volume do sólido de revolução gerado pela rotação, 
em torno do eixo dos x, da região R delimitada pelos gráficos das equações dadas. 


l. y=x+1,x=0,x=2e y=0 
1» 


2 


2 
v=al(x+1)dx=7. 

[о 

0 


(x + 1) 
3 


0 


2. y=x +1, х=0,х=2еу=0 


ж 


y 


= 


664 


v= (е ак = (е + 2х? +1 ах 
0 


. V. 


2 206т 
Em Pa Ш , 
E 15 


4. у-совх, y=senx, x=0 e х=— 


665 


( 


уп || cos? x— sen dx 
0 


ju 1- гэн 
== dx 
8 2 
= n | cos 2x dx 
[0] 
y^ 
= T— sen 2x 
0 
T T 
= —| sen — |=— u.v 
Ч 3 
у=х’, х=-1, х=1е y=0 


666 


Nos exercícios de 6 a 10 determinar o volume do solído gerado pela rotação, em torno do 
eixo dos y, da região R, delimitada pelos gráficos das equações dadas. 


6. y=lnx, У== у=2ех=0 


667 


1------------------------------- 


(0-0) 
(>2->|% 

Cd UP 
9-9 ud 

10 1 

2+1 5, —2 € 2 


у= 2л 6 +1) 4» 
Сарын | 
| 


669 


-57 57 


= 


5% 
у= Л [(3 + sen у)ау 
E^ 
57, 
=m [0 +6 sen у + sen” y Jay 
-57 
1 1 Е 
E ду cosy) doen усозу+ ЕУ) 
2 -57 
= Jm 957,157 о 5л 1-57 
2 2-2 2 2 2 
. 5 
2 4 
957 
иу 
2 


Nos exercícios de 11 а 16, determinar o volume do sólido de revolução gerado pela rotação 
das regiões indicadas ao redor dos eixos dados. 


11. y=2x-1, y 0, x=0, x=4 ao redor do eixo dos x 


670 


671 


| V | 
q e ^ Eixo de rotacáo 
АС : 
3 É је р 
= 1 


4 
| 
0 
4 
| 
0 
172 
3 
12. y? = 2x, x 


(2x? -2) ax 


= 
|| 
а 


(ax* — 8х? + 4) ax 


5 3 
z 45-82 +4x 
5 3 


II 
a 


2 


1 


14. x= y? e x=2- y^; ao redor do eixo dos y 


672 


овдејол әр ох! – 


< 
| | 
N N 
a a 


|| 
5 
” ~ con о о 

~ 
+ 
| 

L+. 
52 

— 
= 


15. y=x+x?, y=x*-—1e x=0;aoredordoeixo y=1 


673 


2-- 


v 2a (e 117 (е) је 


-1 


0 
- ел (-2х —3x? +2x+3)ix 
4 


16. у= е y= 4; ао redor dos eixos x 2-9, у= Де х= 0 


101 эр oxi3 


овде 


674 


(Бі +9) -(- y? 2 dy 


4 
0 
Е % 
=л| (> 4 +18y2 +81-81+18y2 — 
0 
| 
0 


4 4 |4 
-л|уау-л<- =Z .64 = 64 z u.v. 
0 


0 


Eixo y= 0 


8 
үлэ >| - x] dy 
0 


8 
A 
= 2m 16x- >> 


5), 


E os (16.8- 2.128] EE uy, 
7 7 


17. Encontra o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do eixo dos x, da região 


limitada por y? =16x e y = 4x. 


J dy 
' n 2304 
ЕЛ. .32 = л 
5 5 


и. у 
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18. Calcular o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta y = 2, da região 


limitada por y 21—x?^,x 2-2, x22 e y=2. 


19. Calcular o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta y = 2, da região 


limitada por y=3+x?, х=-2, х=2 е y=2. 


2 
У = 24| (6+2? -2) ах 
0 
2 
= 2n[ (+ | a| = DE и. V 


20. Determinar o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta y = —2, da região 
limitada por y 2cos x, y 2-2, х= 0 e x=27. 


677 


¡NN 


-n/2 


27, 
V = x | (cos x+ 2)° dx 
0 


2x 
= x | (cos? x+2cos x+4)dx 
0 


21 


0 


= Эг 2x+2 sen vean] 
2 4 


= n(n 8n) = 9x? u. v. 


21. Determinar o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta y = 2, da região 


"m Л 
entre os gráficos de y = sen x, y = sen? x де x=0 ate = 


Eixo de rotação 


1/2 
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% 
У- л || өг Х- 2) —(sen x— 2) las 


% 

2 

= л | (sen x—4sen? x— sen? x+ Asenx) dx 
0 


4 3 , 
---Д---Л u.v. 
3 32 


Nos exercícios de 22 a 27, calcular a área da superfície gerada pela rotação do arco de 
curva dado, em torno do eixo indicado. 


22. y 2x? , 0<х<2, eixo dos x 


2. 
А= 2л 2х? Ү1--36х dx 
0 


2 


Same (136x552 
144 3 


0 


= (577 4577-1|и. а. 


25: x=a4fy, I<y<4,eixo dos y 


4 


1 
A=2z| у те 


1 
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24. у=х?, -2<x<2,eixo dos x 


2 
A= 2л х? Ү1--4х? dx 
2 


ES 414 Ax? dx 

и? 24x? 

u=2x 

хаг? s JE 
2 2 


2 

u 2 du 
Eai Rigs 
ue 5 


u=tg 0 
du = sec? Ө 40 


Vl+u? =sec Ө 


I = [1870 sec Ө. sec? Ө 40 
8 

т 1 3 2 

= | see 01320 ад 

_ 1 3 2 

= 2 see Ө (sec 0—1)40 


= JI Ө – sec? 0) 49 


= Eseo бв - Tsee Prg Ө+ mbeca +g dec 
3 
ЖЕЛЕ ГЕНЕ cn rei eu 
32 64 64 
1 3 1 1 
= ЕД о ee Si 
грана SDS U SSSR 


41 4x? +24|+С 
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3 
A=2T EXE 2х2 М 2x ln 


ү =й 
V17 +4 


17417 17 1 
= л — —+-— |n 
2 4 32 
= 53.226 


| 


1 
25. яс 0<х<4, ехо dos x 


(1 1 
А- 2л|—х 14-—dx 
12 4 


4 
ER. 
29 21 


26. y=V4-xº, 0<x<1,eixo dos x 


1 2 
A=27[V4-x Ке жи 
0 


4-х? 
4— x? +x? 
= 2л | У4—х? —— 
^ 4-х 
1 
=2z|2 dx 
0 
1 
= 47 x, 
= 47r u.a. 


27. y-X16- x? ,—3<x<3,eixo dos x 


V1+4xº +2х 


| 


2 


2 
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| e 
A-2n|w16- x qu о 
-3 


ER 

-2л|М16-х2 A us 
=3 
3 

= 21| 16-х”. 
-3 


= 21.44], 


= 487 u. a. 


2 AE 
416- x? 


28. Calcular a área da superfície obtida pela revolução da parábola y? = 8х, 
1<х<12, ao redor do eixo dos х. 


A= in| 8. Le ds 


= onf 8с. a 


- эл[( Жо dx 
1 


12 


1 (8x+16)2 


ON. 
^ | 


=20.2.5(1124-244) 
873 
== рвут - 346] 


29. Calcular a área da superfície do cone gerado pela revolugáo do segmento de reta 
y=4x,0<x<2: 


a) aoredor do eixo dos x 


2 
A= 2л 4x . 1 16dx 
0 


2 


2 
= 2117 .42— 
2 0 


= 16 4/17 пи. а. 
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b) ao redor do eixo dos y 


8 
А= 2| >. 1 Lay 
14 16 
1 Пт yl 
= 20.2. LE 
4 Y16 2 


= 4417 пи. а. 


0 
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Cálculo 


6º EDIÇÃO 
REVISTA E AMPLIADA 


o и 
s дй 


“Хол 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


CAPÍTULO I 


Seguem as sugestões de solução dos exercícios da lista 1.6. Observamos que em alguns 
exemplos existem mais de um caminho ou maneira para chegar à solução. Apresentamos 
somente uma opção. 


SEÇÃO 1.6 – p. 10 


1. Determinar todos os intervalos de números que satisfazem as desigualdades abaixo. 
Fazer a representação gráfica. 


a)3-x<5+3x 


—x—3x<5-—3 
-4х<2 
4x>-2 
x>-2/4 
х»-1/2 


(-1/2, +) 
Nada r p 
3 4 3 
= MM 2 
4 3 3 
24x -9x — 4(1-x) 1-15 
12 3 
24x -9x - 4c Ax. 16 
12 3 
19x-4 16 
< — 


12 3 


19x 16 4 
12 3 № 
19x 17 
— < — 
12 3 
57x < 204 


0 68/19 
(-, 68/19) 
с)2>-3-3х>—7 
2+3>-3x2-7+3 
5>-3х>-4 
opu 
=> 3 
0 
-5/3 4/3 
(–5/3, 4/3] 
jos 
x 4 
1° caso: х>0 = 20<3x .. x>20/3 


Solução 1º caso: (0, +00) (20/3, + со) = (20/3, + со) 


29 caso: х<0 = 20>3х ~ х«20/3 


Solução 2º caso: (-о, 0) (- со, 20/3) = (— со, 0) 


Solução final: (— оо, 0) ^ (20/3, +оо) ou хе [0, 20/3] 


0 20/3 


Solução 1º caso: (- оо, -3| с Е + оо) =ó 


2° caso: 
x—3<0 и х-320 
x<3 х>-3 


Solução 2º caso: (—oo, 3] о Е 3 + со) = [- 3, 3] 
Solução final: [- 3, 3] 


— 
-3 3 


f) 2 —3x +2>0 


(x-1)(x-2)>0 
хе [1,2] 


ө)1-х-2х7>0 


2x +x-1<0 
(x+1)(2x-1)<0 


xe |-1, 1/2] 
—— — 
“1 1/2 
jj EA x 
2-х 3+x 

1º caso: 

2-х>0 3+x>0 

х<2 д х>-3 


(о, 2) (-3, + со) = (- 3, 2) 


(x - 1) G9 x) « x (2 — x) 
Зх + x? -34x«2x— x? 


2х? +2х + 3 33 < 0 = não existe x que satisfaz 


2º caso: 

2-х>0 3+x<0 
e 

х<2 x<-3 


(-,2)ғ(-,-3)-(-,-3) 


(x+1)(8+x)>x(2-x) 
2x! +2х+3>0 = xe IR 


Solução 2º caso: (- со, + oo) с (- со, — 3) = (- оо, — 3) 


3º caso: 
2-х<0 3+x>0 
x>2 ° x>-3 


(— 3, + со) ^ (2, + со) = (2, + со) 
2x! +2х+3>0 > xe IR 


(гөө, +00) (2, + го) = (2, + со) 


4º caso: 
2-х<0 3+x<0 
x>2 ° x<-3 


(2, + о)л(-,-3) = 0 


Solução final: 0 (– о, -3) (2,9) u 0 = хє [- 3, 2] 


== 
53 2 
DX +1>x +x 


== +1>0 
(x -1Y (x+1)>0 


Portanto, 
x+1>0 ou х». 


0 8 -1)(х+4)<0 


(х-1)(х-1)(х-4)50 


1º caso: 

х-150 x+1<0 x+4<0 

x<l ” x<-l 5 х<-4 
Solução: (=oo, — 4] 

2º caso: 

х-і>0 х-120 х-420 

x21 | х>-іІ ? х>-4 
Solução: 0 

39 caso: 

x-1<0 х-120 x+4>0 

x<l | х>-1 У x>-4 
Solução: Е 1, Ц 

4º caso: 

х-120 х-120 x+42>0 

х>1 Í х>-1 : х<—4 
Solução: 0 


Solução final: (~, –4]00 0 [-1,]00= (- ee - 4]u [- 1, 1] 


-4 -1 1 


2 <5®2\ 


k) < < 
x-2 x-2 


1° caso: x-2>0 > x>2 


2<x+2<(x-2) 
2-2<х<х-2-2 
0<х<х-4 

0 


2 caso: x-2<0 = х<2 


2>х-2>х-2 
02x2x-4 = х<0 


Solução: (— оо, 0] N (= со, 2) = (-00,0] 


— 
0 


I) xt 2x’ 


x'-x20 


x!(x -1)(x 4 1)20 


1? caso: 


Solução 1º caso: |1, + со) 


2? caso: 

х-150 x+1<0 
e 

x<l х<- 


Solução: (— o, –1] 


Solução final: (- со, — О ОКО [L + со) 


-1 0 1 


m) —— «4 
3 


Х- 


1° caso: x-3>0 > х»3 


х<4(х-3) 
x«4x —12 
х-4х«-12 
—3x < -12 
3x<12 
x<4 


Solução 1º caso: (4, + со) 


29 caso: x-3<0 => х<3 


х>4(х-3) 
x>4x-12 
х-4х»-12 
-3x > -12 
3x >12 
x>4 


Solução 2? caso: (— со, 3) 


Solução final: (- 00,3) U(4, + со) 


хе 3, 4] 
м— Á— 
-3 + 
© /2х-3 54 
4-х 


1° caso: 4+х>0 = x>-4 


E duo 
2 

1 
-х-х»4-3 
2 

1 
---х>7 

2 


Solução 1º caso: () 
2° caso: 4+х<0 = х<-4 
1 
-х-3<4-х 
2 
1 
-х-х<4-3 
2 
лыс 
2 
х>-14 
Solução 2º caso: (-14,-4) 


Solução final: (-14,-4) 


1° caso: x-5>0> х>5 


3<2(х-5) 
3<2х- 10 

—2x <-13 

2х>13 

x > 13/2 


Solução 1º caso: [13/2, + сој 
2° caso: 3<0> х<5 


3>2(х-5) 
x < 13/2 


10 


11 
Solução 2? caso: (- оо, 5) 
Solução final: (~ со, 5) u [13/2, + со) 


хе [5 13/2) 


5 13/2 


px-x-x-2>0 


(х—2) (1? + х +1)>0 
x=2>0 = х>2 


—À———Ó M 
2 


q) x*-3x+2<0 


(x? -2x+1)(x+2)<0 
(x-1? (х+2)<0 
x+2<0>x<-2 

Solução Final: (~œ , – 2]U {1} 


0 
do 4 
E 1 
) ар 
1º caso 
x+1>0 х-2>0 


е ou (2, +00) 
х»-1 х»2 


х-223(х-1) 
х-2>3Зх+3 
x—3x>3+2 
—2х>5 
x < — 5/2, 


Solução 1º caso: () 
2º caso: 


x+1<0 х-2<0 
x«-1 ° x<2 
х— 2 > З(х+1) 
х<-5/2 


Solução 2º caso: (oo, — 5/2] 
3º caso: 


x+1>0 x-2<0 


e ou (-1, 2) 
жээ! х<2 


x-2<3(x +1) 

х>-5/2 

Solução 3º caso: (-1, 2) 
9 caso: 


x+1<0 x-2>0 
e 
х<-іІ х>2 


Solução final: (— ә, — 5/2] u (- 1, 2) 


bo 


12 


s) 8 — 4x? -2x+1<0 


(2x-1) (2x +1)<0 


2x+1<0 
2х<-1 
х<-1/2 
о ——————— 
-1/2 
b 


12x? – 20x? >-11х+2 
12x? — 20x? +11x—22>0 


(2x - 1) (3x - 2)20 


3x-2>0 
3x22 
x > 2/3 


Solução Final: [2/3,+co) U (1/2) 


2/3 


2. Resolva as equações em IR 


a) 5x – 3) =12 


5x-3=12 ou 5x-3--12 


5x=12+3 5x=-12+3 
5x=15 5х--9 
х = 15/5 х = —9/5 


x=3 


Solução: 1-9/5,3) 


b) |-4+12х|=7 
—4+12х=7 ou -4+12x=-7 
12x=7+4 12x=-7+4 
12x=11 12x=-3 
x=11/12 x=-3/12 

x=1/4 

Solução: (1/4, 11/12} 

с) 2x – 3 = |7х - 5] 
2х-3-7х-5 ou -(2x-3)27x-5 
2х-7х--5-3 —2х+3=7х-5 
-ӛх--2 -2х-7х--5-3 
5х-2 -9х--8 
х = 2/5 х= 8/9 
Solução: (2/5, 8/9) 

d) 532 

х-2 

295 ME Cir 
x—2 x—2 
x+2=5(x-2) х+2=-5(х- 2) 
х+2 = 5х - 10 x+2=-5x+10 
x—5x=-10-2 x+5x=10-2 
-4х--12 6x=8 
x=12/4 x=8/6 


x=3 х = 4/3 


Solução: (4/3, 3) 


3x+8 _ 
2x-3 ` 
3х+8=4 (2х-3) 
3x+8=8x-12 
3x-8x=-12-8 
—5х=—20 

х = 20/5 

х=4 


4 хж3/2 


Solução: 14/11,4) 


0| х-2|-5-х 


3x+2=5-x ou 
3x+x=5-2 
4x=3 

x=3/4 


Solução: [- 7/2, 3/4) 


g) px|-112x 


15 


3x+8 
2x-3 
3х-8--4(2х-3) 
3x+8=-8x+12 
3x+8x=12-8 
llx=4 

x=4/11 


ou —4 xz3/2 


3x - 22 -(5- x) 
3x+2=-5+x 
DEUX = 2 
29-557 
х--17/2 


x>0 х<0 
9х—11=Х ou —9х—11=х 
9х-х=11 =9x=x=11 
8x=11 —10x=11 
x=11/8 x=-11/10 


Solução: (- 11/10, 11/8] 


h) 2x-7=|x+1 


x>0 ou х<0 
2х-7=х+1 2х-7=—-х+1 
2х-х=1+7 2х+х=1+7 
x=8 3x=8 


x=8/3 não satisfaz a condição de x < 0 


Solução: 18) 


3. Resolva as inequações em IR 
a) |х +12| < 7 


-7<х-12<7 
-7-12<х<7-і12 
-19<х<-5 


хе(-19,-5) 


b) Вх-4<2 


16 


-2<3х-4<2 
—2+4<3x<2+4 
2<3x<6 
22272, 
3 
хе [2/3, 2] 
с) 5- 6x| 29 
5-6х>9 ой 5-6х<-9 
-бх<-9-5 
-бх>9-5 
—6x<-14 
—6x24 
6x > 14 
—х> 4/6 
х> 14/6 
х<-2/3 
x > 7/3 


хе (—оо, – 2/3] ou хе [7/3, + со) ou, de forma equivalente, x € (~ 2/3, 7/3) 


d) 2х-5| »3 


2x-5>3 ou 2x-5<-3 


2x>3+5 2x<-3+5 
2x>8 2x<2 
x>4 x«l 


Solução: xe (-00,)U(4,+00) ou хе [1, 4] 


е) |6 + 2| « |4 – х 


17 


6-27 «1-3 

36 + 24x +4xº <16 — 8x + x? 
3x? + 32 х+20<0 

(3x +2)(x+10)<0 
3(x+2/3)(x+10)<0 


xe (-10,-2/3) 


Dx + 4] <|2x — 6 


х’+8х+16 < 4х” — 24 х +36 
—3x? + 32х-20<0 

3x? -32x+20>0 
(х-10)(3х-2)>0 
3(x—10)(x—2/3) > 0 


Solução: (~ ee, 2/3] 0 [10, + | ou хе (2/3,10) 


g) Bx|»[5 – 2x 


0x? > 25 – 20x + Ax? 
5x? +20x-25>0 
(x-1)(x+5)>0 


хе [-5, 1] 


18 


7 —2x < 1 

5+3x 2 

2/7 — 2x| < |5 + 3x] 

4 (49 – 28x + 4x?) < 25 + 30x + 9x? 
196 — 112x +16x° € 25 + 30x + 9x? 
7х? -142x+171<0 
(х-19)(7х-9)<0 
7(х-19Хх-9/7) 50 

Solução: хе [9/7,19] 


1) [х—1|+|х+2|>4 


x-120 x+2>0 ERI 
1? caso: e isto é x 21 
х>1 х>-2 
х-1-х4224 
2x+1>4 
2х>3 
x > 3/2 


х-1«0 geo su 


2? caso: isto é x « -2 


x«l х<-2 
=x+1-x-2>4 
-2х-124 
-2х25 
х<-5/2 


3° caso: -2<x<l 
—х+1+х+2>4 


3>4 
Solução : 0 


Resultado Final: [3/2, + ә) u (— оо, – 5/2] ou x e (-5/2, 3/2) 


j) 1<|x+2|<4 
1° caso: x+2 20 x2 -2 


1<х-2<4 
-1<х<2 


хе (-1, 2) 
2º caso: x+2<0 х<-2 


1<-х-2<4 
3<-x<6 


—6«x«-3 
хе(-6,-3) 


Solução final: (-6, -3) (-1,2) 


2+x 


k >4 
а= 


2+x 
8-4) 
|2 + x| > 43-2 
4+4x+x? > 16 (9 –6х + x?) 
4+4x+ x? > 144 – 96x - 16x? 
—15х? + 100x – 140 > 0 

(x - 2)8x-14)«0 

3(x -2)(x 14/3) « 0 
Solução: хе (2,14/3) - (3) 


xz3 


20 


É n 3 
I2x-1l Іх-21 
5іх-2>)х-1 
25(х? – Ax + 4)> 4x? - Ax +1 
25x? -100x +100 > 4x? - Ax +1 
21x? – 96x + 99 > 0 
(х-317х-11)20 


xe (11/7,3) e х. 


m) р|-1«х 


19 caso: x 20 


x+l<x 
х—х<—1 
0«-1 
Solução: 0 


2 caso: x < 0 


eu rex 

—x—x<-l 
-2x <=] 

2x>1 


x>1/2 
Solução: () 


Solução Final: () 


n) 3x - 1| + |x| «1 


1? caso: 


21 


х-і>0 е х>0 ou seja x>1 
x21 

3(x - 1) + x«1 

3x-3+x<l 

4х«1-3 

4х «4 

x«l 


Solução: () 


2º caso: 


х-1«0 e х<0 
x<l 


3(–х+1)+ (- x) «1 
—3х+3—х<1 
-4х<-2 

4х>2 


1 
X>— 
2 


Solução: () 


3º caso: 


Solução: () 


4º caso: 


х-1«0 е х>0 


x<l 


22 


3(-х+1)+х<1 
—3х+3+х<1 
=2х<=2 
2x2 

x>1 


Solução : () 
Solução Final: () 


о) 2x? +3х+3 <3 


1º caso: 
2x! +3х+3>0 
xe IR 


2º caso: 
2x2 +3х+3<0 
0 


2x! +3х+3<3 
2x! +3x<0 
х(2х+3)<0 


Solução Final: хе [- 3/2, 0] 


p |х—1|+|х—3|<|4х 


19 caso: х>3 
х-1+х-3<4х 
2x-4x-4<0 
-2х<4 
2x>-4 
a cu 


Solução: x 2 3 ou хе (3,4) 


2º caso: 1€ x «3 
x+1-x-3<4x 


2<4x 
x>1/2 


Solução: 1 € x «3 ou хе [1,3) 


3° caso: 0 < x<1 
—х+1-х+3<4х 


—2х+4<4х 
4 «бх 
х > 2/3 


Solução: хє 2) 


4º caso: х<0 
=x+1-x+3<-4x 


-2хХ-4х<-4 
2х<-4 
х<-2 


Solução: хе (-,-2) 


[1, 3) 


Solução Final: (— о, — 2) U (2/3, + о) 


1 1 
> 
Viia 


5>х+1[х-3 
1° сазо: х>3 


х+1>0 x-3>0 
e 
х»-1 х>3 


24 


5>(x+)(x—3) 
52x) -3x+x-3 
х? -2x-8<0 
(x-4)(x+2)<0 


хе [-2, 4] 
Solução: хе (3, 4] 
2º caso: хе (-1,3) 


52(х-4)(-х-3) 
52-х +3x-x+3 
х-2х+2>0 

xe IR 

Solução: хе (-1,3) 


3º caso: х<-1 
5> (-х-1) (-х+3) 
5>х? -3x+x-—3 
x?-2x-8<0 
xe [-2,4] 
Solução: хе [-2, —1) 


Solução Final: [-2, 4] - (-1, 3) 


1) 


х-12 21 
x+1/2 


х-У2|<|у-/2) ,хж-1/2 


RA 
4 4 


—2x«0 
2x>0 


x>0 
Solução Final: (0,+00) 


25 


3-2x 
1+х 


$) <4 


l-2xs4l-x , xe-1 

9 -12x + 4x? <16(1+2x+ x?) 
9-12x+4x* <16 + 32x +16 x? 
-12x! -44x -7 <0 
12x? - 44x - 7 > 0 

(бх + 10x - 7)20 

Solução: хе (- 7/2, 1/6) 


4. Demonstre: 


a) Se a20 eb>0,então a? =b? se e somente se a=b. 


a=b > а?=Ь? (é obvia) 
(й) a =b? > a=b 


Se a? =b?, Ja? = Jb? = 14-18 
Como a>0 јај=а 

Como b>0 |b|=b 

Logo a=b. 


1 
b) Se x< y,então х<5 +5) < 


х< у х< у 
х+х<у+х х+у<у+у 
2х<х+у x+y<2y 
1 1 
х<—\(х + —(х + у)< 
y (+ y) uiae 


Logo, I y)« y 
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с) ld > a se e somente se x >a ou x < —a , onde a > 0 


Dixbaa>0 > x>a ou х<-а 
Se x>0, Ixl=x e, portanto, x > a. 
Se х<0,іхі--х. Temos, então: — x > a e dessa forma х<-а. 


(1) х>а ou x «-a,a»02Ilxl»a 
х>а ,а>0->х>0. Então | xl» a. 
х<-а ,а>0->х<0. Portanto, іхі--х>а,роів x < —a. 


sean da e н: 


O<a<b = 0« Ма «Jb 


(Vb -vaf >0 
b-2Vab+a>0 


а +ђ > 2Јађ 


a+b 
ou уар < 
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CAPÍTULO 2 


SEÇÃO 2.10 – página 20 


2_ 
1. Se == É achar: 


0:-4 -4 
0)- =——=4. 
ШАЛ с s 
(-2)-4 4-4 
b) f(-2)- = -0. 
) f(-2) yaa 
| 1 
2 -4 —-4 
| Е 1-4? t 1-47 
l/t)- = == . = A 
©) flo) 11 l-t í lef t-t 
t t 
(x-2y-4 x?-4x+4-4 х? -4х 
d -2)- = = | 
ipe x-3 x8 
2 
B -4 1-4 1-16 2 -15 
4 — 
1/2) = = 
e) /2)--- | ки кош 
ES 
2 
2-4 8-4 
a e-a. 
2. Se f(x)= эн , determine: 
х-7 


а) S412 ОО) 
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Portanto, 


Ке = 2 10)+376) 


7 
1 1 
5——-2—+3(—7 
1527271367 
7 
ыш 
M M. 
7 
_ 35- 4-294 1 
14 7 
_-263 1 -263 
14 7 98 
b) 
2 
iy 
[/(-1/2) =| = 
522157 
2 
-3-2 Y 
2 f o s 
-1-14 2 -15J 9 
2 
с) fGx-2)- 38122-1 9х-7 


3x-2-7  3x-9. 
d) f(r)« f(4/1) = 


¿EE 
3-1 t 3-1 12-1 1 


NE ЖОН =, t 4-7 
[4 
(3:-D (4-71) + (2-1) (-7) 12: - 21? -4+71+121-84-1 +7! 
4t — Tt? – 28 + 49 – 712 +53t – 28 
| — 2217 +381 -88 
-7 -53t-28 ` 


| 
| 


_ 21h- 
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эһ-1_3-0-1\ 1 
h-7 0-7) h 


и] 


7 

1\ 1 

h-7 7) h 
7-1 


=n=7) 1 
7(n-7) h 


т 


sosen] 


3. Dada а função f(x) 


-|х|-2х, calcular. f(-1). f(1/2) e f(- 2/3). Mostrar que 


Л)--а. 
-1) dn 1-21-1)-1-2-3 
)-ly2 - SL ch iem eb 
2 2 2 - 
(-2/3)-|-2/3- 1 -2)-33 =>. 
) || - 21a 
-|4-2а 
= 44 
4. Se f(x) шал ed=-a,mostre que РРО) = x 


31 


ax +b 
a cx— а 
(z(a) = ЭЭ 
сх-а 


Базы 
2 сх-а 


ШЕ 


а(ах+ђ) |, 
— cx-a 
clax+b) | 
сх-а 
_alax+b)+b(cx—a) сх-а 
сх-а c(ax b) — a(cx — a) 


a^ x + ab + bcx — ab 


cax + cb — acx a? 
_ а?х+Ьсх _ xla? +bc) 
cb+a? a? +bc 


5. Se f(x)=x? + 2х, achar ‚ 1 + 0 e interpretar o resultado 


fla+n)- fla) 
h 


geometricamente. 


fla+h)- f(a) (a+n) +2а+п)- (а? +2a) 
h h 
_ а" +2ah+h? +2a+2h-a* -2a h(2a+h+2) 


h h 


=2a+2+h 


A Figura que segue mostra a interpretação geométrica. Nesta figura, 2 é o ángulo 
formado pela reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (a + h, f(a+h)) e o eixo 
positivo dos х. O quociente obtido representa a tangente do ángulo 4. 
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јаз) 


1-х 
22 кен 1- 1- 
Ф(ух)= үз минээ. 
2.247 x x 2%1х 2+Tx 
x x 
Lo. 1 м? 
(x) х-1 x-1 
2x47 


2 


7. Dada а função f(x)- x? +1, mostrar que para a+0 Ј (Џа)= f(a)/a : 


лие) - (3) += Г = = а таб, 


2 2 ? 
a a a a 


8. Dadaa função f(x)- E , mostrar que f (1 - h)- f (1) — ка . Calcular. 
x 
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21 d ddp. -h 
l+h 1 1+й 1+» 


1 l a-a-h_ -h 
a+h а аа+һ) a(a+h) 


9. Seja f (n) a soma dos n termos de uma progressão aritmética. Demonstrar que 


f(n+3)-3 f(n+2)+3f(n+1)- f(n)=0. 


F(n)=a, +a+r+a+2r+-+a, + (n- Dr 
= na, +(14+24+3+---+(n-1) је 


f(n+3)=(n+3)a, + [1+2+---+(n+2)]r 
F(n+2)=(n+2)a, + [1+2+---+(n+1)] r 
#(п +1) = (п+1)а, + [14+2+---+n]r 


(п + Зја, + [1+2+---+(n 42) - 3(n + 2)a, - 3 [1+ 2 (n +1)  3(n +1)a, +31 + 2 + +пје – 
— nd, - [1+2 ++ (n- 0r 


= na, + За, — 3 na, - ба, + З na, + За, — na, + [1+2 (n 2) - 31. 2 9 (n +1))r + 
+31+2 ++ nf =[1+2+::-+(n+Dlr 

= 3 [14+2+---+n)r – 3(n+1)r + 3[1+2+--+n]r + [1+2+---+n]r + 

(n+Dr + (л +2)r-[1+2+---+(n+1)) 

=-3(n +1)r + [1-24 (n) +пу +(n+1)r + (п +2) -[1+2+---+(n+1))r 

= -3(n +1r + nr +(n+1r +(n+2)r 

=-3mr-3r+nr+nr+r+nr+2r 

=0 


10. Exprimir como a fungáo de x 


a) A área de uma esfera de raio x 
А-4лх. 
b) A área de um cubo de aresta x 


A х? 


face” 
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A -6-А, =6x 


total face 


f(x) 6x? 


с) А área total de uma caixa de volume dado У, sabendo que a base é um quadrado 
de lado x. 


V 2 x? x h sendo h a altura 


A 24.(x -h)+2x? 


t 


A - [А Ejes 


1 x? 
A = add + 2x* 
X 
4 
Еи 
X 


11. Exprimir o comprimento / de uma corda de um círculo de raio 4cm como uma 
função de sua distância x cm ao centro do círculo. 


A figura que segue mostra o círculo com os dados do problema, com o triângulo 
retângulo assinalado. 


2 
o 

4 

P =4(16-x?) 
(= J46- x? 


12. Seja /(х)-(х-2)(8-х) para 2x x <8 


a) Determine f(5), f(-1/2) e f(1/2) 


b) Qualo domínio da função f (x)? 
D(f)-p.8] 


c) Determine f (1-21) е indique o domínio. 


F(1-21) = (1-21 - 2) (8-1+ 21) 
= (-21-1) (7+2t) =-41? -16t-7 


O domínio é obtido como segue: 


2<х<8 
2<1-21<8 
1<-21<7 
-12 2t 2 -7 
-7 -1 


= чара 
2 2 


Portanto, o domínio de f(1— 27) é: 
E: > 
272 


d) Determine f[f(3)] e /[/(5)] 


e) Trace o gráfico de f (x) 
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13. Determinar o domínio das seguintes funções: 


a) y= x° IR 


2 4-х2>0 
b) уг /4- 229 
аа. Poca 1852 
at IR – {4} 
KA 
d) y24x-2 Eon [2, + сој 


x!-4x4320 
е) у= үх? - 4x +3 (x-3)(x-1)20 


(- =, 1013, +) 


> —х> 
f) y=V43+x+V7-x ао е J [-3. 7] 
x2-3 x<7 


37 


g) у-Ах-7-3х-8 IR 


x+a 


h) у= IR – la] 
i) y=|x+2]+4 -5<х<2 [-5, 2] 
. x 
Dy= x+1 
1º. Caso 
1 
weg * Solução Parcial: [0,+) 
х»-1 х> 
2º. Caso 
x+1<0 x 


e Solução Parcial: (—e9,-1) 
x«-l xS 


Portanto, o domínio é 0, + со) () (— es, —1). 


rss IR — {0} 
X 


1) у= х20е14-4х40 


1 
1-4/х 


Como 1--4х + 0, Ух, o domínio é[0, + о). 


14. “р Usando uma ferramenta gráfica, traçar as curvas definidas pelas equações 
dadas, identificando as que representam o gráfico de uma função y = f (x). Neste 
caso, determine a função, o domínio e o conjunto imagem. 


Temos: 
(а) y=3x—1, IR, IR 
(b) y 2 x^, IR, IR, 


(c) Não é função y = f (x) 


(d) y =- 44- x! [- 2,2] [- 2. 0] 
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(e) Não é função 
1 
(f) у= IR- {0} IR- {0} 


(g) y 2x? +11, IR, [11, +00) 


Seguem os gráficos 


Gráfico da funcáo do item (a) 
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Gráfico da função do item (b) 


Gráfico da curva do item (c) 
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Gráfico da função do item (d) 


Gráfico da curva do item (e) 


Gráfico da função do item (f) 


Gráfico da função do item (g) 
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15. “O Construir o gráfico, determinar o domínio e o conjunto imagem das 
seguintes funções: 


-х,-2<х<0 


х,0<х<2 


(а) rœ- 


Respostas do domínio e imagens: (a) [- 2,2), 0, 2] 


(b) 


O, se x<0 
f(x)=+41/2, se x=0 
l se x>0 


: . 1 
Resposta do Domínio e conjunto Imagem: [R, (o 2’ 1 
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(c) 


x, зе x<0 
fO)=4 № se 0<х<2 


2 
X, зе х>2 


Resposta do domínio e conjunto imagem: IR, (- оо, 0] о 1} Ü 4, + со) 
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16. gi Identificar as propriedades e características das seguintes funções a partir 
das suas representações gráficas (domínio, conjunto imagem, raízes, máximos e 
mínimos, crescimento e decrescimento). 


a) f(x) = х? +8x+14 


D(f)=IR 

Conjunto Imagem : [- 2, + со) 
Raízes: -2—4 e 12-4 

Ponto de mínimo em х--4 

Valor mínimo: — 2 

Intervalo de crescimento: Б 4, + со) 


Intervalo де decrescimento: (— oo, — 4] 


b) F(x)=- x* - 4x-1 


ук 


D =IR 

Conjunto Imagem: (- оо, 3] 

Raízes: %=4/3 e 2 +./3 

Ponto de máximo em х=2 

Valor máximo: 3 

Intervalo de crescimento: (— оо, 2] 
Intervalo de decrescimento: (2, + со) 


c) y = (х-2) 
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D =IR 
Conjunto imagem: 0, +00) 
Raíz: 2 
Ponto de mínimo em x=2 


Valor mínimo: 0 
Intervalo de crescimento: [2, + со) 


Intervalo de decrescimento: (- оо, 2] 


d) y =-(x+2) 


D =IR 

Conjunto imagem: (– oo, 0] 
Raíz: -2 

Ponto de máximo em х--2 


Valor máximo: O 
Intervalo de crescimento: (- oo, — 2] 


Intervalo de decrescimento: [- 2, + со) 


e) y= x° 


D =IR 

Conjunto Imagem: IR 

Raiz: O 

Intervalo de Crescimento: (~ оо, + со) 


Djs da 


D =IR 

Conjunto Imagem: IR 

Raízes: Uma raiz real com valor aproximado de 1,59 
Intervalo de decrescimento: (— со, + со) 
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D =|[-3,3] 

Conjunto Imagem: 0, 3| 
Raiz: O 

Ponto de mínimo em х = 0 


Valor mínimo: 0 
Pontos de máximo em -3 e 3 
Valor máximo: 3 
Intervalo de crescimento: [0, 3] 


Intervalo de decrescimento: [- 3, 0] 
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D =IR-(2) 
Conjunto Imagem: 19-10) 


Intervalos de decrescimento: (= со, 2) е (2; + оо) 


D =IR-(-3) 
Conjunto Imagem: 18-10) 


Intervalo de crescimento: (~ оо, – 3) e (-3,+00) 


j) fG)e42x 
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D =[0, + со) 

Conjunto Imagem: 0, + со) 
Raiz: х= 0 

Ponto de mínimo em x = 0 


Valor mínimo: 0 
Intervalo de crescimento: 0, + со) 


17. “ТІ Para cada uma das seguintes funções f(x)esboce primeiro o gráfico de 


y = f(x), depois o gráfico de y =|f(x) e finalmente o gráfico de 
F) 8) 
2 2 
a) /(х)-(х-2)(х41) 


Solução: 


lI 


(х—2)(х+1) 


Gráfico da função у 
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Gráfico da função y =(х-2) (x+1)! 


(4-2) (x+1) , (х= 2) (x +1) 


Gráfico de y = j 
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b) /(х) x 
Solucáo: 
Observe que para este item os gráficos sáo todos iguais. 


9 /()--2 


2 


Gráfico da função f(x)» —x 


Gráfico da função f(x)= -x° I 


d) f(x)=4-x? 
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Gráfico da função /(х)-4-х: 


Gráfico da função f(x) 4— x? I 
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L м2 _ 2 
Qe q: 


Gráfico da função flx)= 
ção f : 5 


x 

18. Seja g(x) 2 x-3 eseja f(x)2 4 x+3 
k,x=-3 

Calcule k tal que f(x)= g(x) para todo x. 


_х-9 _ (х-3) (х+3) _ E E 
Цан x+3 ` (x +3) ца аа 
(3) = (С 3)=-3-3=-6 
Assim, k =-6. 


19. Para cada item calcular f +g, f-g, fg, ffe, fog, воў, k. f onde 
k é uma constante. 


a) f(x) 22x, glx)=x? +1 


1+8) (х)=2х+х? +1=х? 2x +1 = (x+1) 
|-2)(х)=2Х—х' -12 - x? +2х-1=-(х-1) 
f-g)922x(e -Ц-2х +2x 

//8)6)--25 
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(f o &)(х)= fle(x)]= уђе +1]= 268 +1)=2x +2 
(g о Г) (x) = г[2х] = (2x) +1=4x? +1 
kf = К-2х = 2kx 


b) f(x)=3x-2, (x) = |x 


fog)G)- flxl-33-2 
g о f)(x) = gBx-2]2 Bx-2 
kf =3kx—2k = k(3x - 2) 


( 
( 
( 
( 
( 
( 


I+ 
x 1 х +I+X _2х°+1 
+ = = = 
(у + 8) ba) l+? x хх xX +x 
x 1 x-(4x) -1 
/-4Х Е tu xL x?) xX +x 


X 


ME x x 
Ma = 
= _ qme. Ix э х? 
(оз) 6) з x«l x Duy ue 
x? 
bo Nezd- E 
l+x x x 
1+ x° 
и =, 
1+х 


d) Гаје Vx+1, 2()-х-2 
(+2) (х)= Jx+1+x—2 


+0 
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(£—8)()=V1+1-x+2 
(7-4))-4х41(х-2)-х4х41-24х-1 
(в) 

(Ров) (x)= Лк-21-Ух-2%1-7/5-1 
(s o у)(б)=&|/х+1]= Ух+1-2 


(А+ в) (х) = 4x-2*4x-3 
(f -g)()2 4x-2 - 4x-3 
(f:g)(x)  Jx-2-4x-3 

x—2 х-2 
(1/8) (x)= il = 


(f o g)( х)» flx- 3|- Қасас 


(go f)( x)= ga 2|- 28 
kf (x)= ies 


(go Г) (х ын СЕ т 
x X 


kf (x) = kx? 


20. Seja h definida por (x) = 2x - 7 calcular hoh, h^, hh. 
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(ho h)(x)=h[2x-7]= 2(2x-7)-7 
= 4x-14-7 
=4x-21 


№ =h(x) -h(x)=(2x-7)(2x-7)=4xº — 28x + 49 
(n+h)(x)=(2x-7)+(2x-7)=4x-14 
21. Sabendo que f = g oh, nos itens (a), (c) е (d), encontre a função h e no item 


(b) a função g. 
a) f(x) =x”+1, g(1)=x+1 


f=goh 
x +1= gln(x)] 
x? +1= h(x)+1 
h(x) E 


b) f(x) Jx*2, n(x) 2 x «2 


f=gonh 


4x42 = glx+2] 
Logo, 8(х) = Ух 


с) flx)=a+bx, g(x)2 х+а 


a+bx = eln(x)] 
a+bx= h(x)+a 
h(x) = bx 


d) f(x) = | —3х+5 


‚ в(х)=|х 


e -3х-5 = egln(x)] 
|x? —3x+5 = |М о) 


Duas soluções são obtidas naturalmente, quais sejam: 
h(x)= x! -3x5ou h(x)=—xº +3х-5. 
No entanto, existem infinitas outras soluções. Por exemplo, a função dada por 


2 
-3х-5,х2 
h(x) 5 ашу é uma das infinitas soluções. 


—x2+3x-5,x<0 


22. Sendo f(x)=ax+b, para que valores de a е b зе tem (f o f)(x) 2 4x-9? 


(f o f)(x)= f[/(x)]= flax 5] 
= alax+b)+b 


= a x+ab+b 


alx+ab+b=4x-9 


q =4 
ab+b=-9 
Ба primeira equação temos que a = +2 e da segunda equação temos que: 


b(a+1)=—9 
хэс 


гаж! 


саана 
2-1 3 


= а 


b. = = = 
2 4l i 


Solução: a=2,b=-3 ou a=-2,b=9. 


23. Seja /(3)-4х-4 e g(t)= 2+1, 123. Calcule f од, Dê o domínio e o 


conjunto imagem de f (x), glx) e ( fo 2) (x) 
[1 
(oe) oen 


= — 
2 


1 
= NES 
2 


D($ ) = [4,+00) Im (7) =[0,+00) 
D(g) = [3,+) Im (2) = [5 /2,+о°) 


D(f o g)=ixe D(g)/ в(х)є D} 


Temos, então: 
1 
—х+1>4 
2 


а 
2 
х>6 
Logo, D(f og) =[6,+00). Im(fog)=[0,+0). 


5x, x < 0 


24. Seja f(x)=4-x,0<x<8e g(x)=x*. Calcule fog. 


Ух,х»8 


5%, х<0 
Гов- Де) |= 3-х, 0<х<2 
Ух, х>2 


25. Ms Determinar algebricamente o domínio das funções f (х)-4х-2,. 
gG)- 4x € 2, Щх)= /(х)+ glx), р(х)= f(x): в(х) e а(х) = (Јов) (х) 


Faça o gráfico das funções e compare os resultados. 


Para f(x) -а/Х- 2 temos: 


х-2>0 
х>2 
D(f)=[2,+00). 


Veja o gráfico a seguir 
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Para g(x)= x + 2 temos: 
x+220 


х>-2 
D($)=|- 2) 


Veja o gráfico а seguir 


Para h(x)= f(x) + g(x) temos: 
D(h)- D(f + 2)= D(f) o D(s) - 2. + со) 


Veja o gráfico a seguir 
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Para р(х)- f(x): glx) temos: 
D(p)- Df .g)=D(f)o D(g)=[2, + со) 
Veja o gráfico a seguir 


D(4)=D(fog)=1xe D(g)| g(x)e 0(/)| 
Temos, então: 


2:5 
x+224 

х>2 
D(fog)- D. + го). 


26. A função g é definida por glx) =x”. Defina uma função f tal que 


(fog)(x)=x para x 2 0 e uma função h tal que (ho g)(x)=x para x « 0. 


Temos: 
a) (f o g)(x)= /[в()]= fb? |= x20 
Logo f(x) =+ Vx 


b) (поз) (х) = «(= nb? |= x.x<0 
Logo А(х) = – x. 
27.Se f (x) = x?, encontre duas funções g para as quais 


(f o g)(x)=4x?-12x+9: 


(Ров) (х) = Ле(ді- 180) = 4x? -12x+9 


28. Se f(x) = х? — 2x +1, encontre a função g(x) tal que (ffe) (x) =x=1 


GU = == 


glx) 
_ м -2х+1 (х-1) 
Vis x-1 = 


=x-1. 


29. Dada as funções f(x) 2 x? -1 e g(x)=2x-1 
a) Determine o domínio e o conjunto imagem de f (x). 
D(f)=IR__Im(f)=[1, + oo] 
b) Determine o domínio e o conjunto imagem de g(x) 
D(g)2IR | Im(g)- IR 


c) Construa os gráficos de f(x) e g(x) 
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Gráfico de g(x) 2 2x-1 


d) Calcule / +8, f-g, fg, flg, fog, О] 


(1+2) (х)=х? -142x-12 x! +2х-2 
(f-g)(x)2 x! -1-2x412 x? -2x 
(е-е) (х) = (2 -1)(2x-1)= 2x - x? 22x 1 
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= 


2x-1 
(f o в)(х)= f[e(x)|= f[2x-1]2 Qx-1Y -1= 4x? - 4x 
( ( 


x) = elrGJ] = eb? -1]- 262 -1)-1 = 2x? -3 


e) Determine o domínio das funções calculadas no item (d). 


D(f)- IR D(g) = IR 

D(f +g)= IR D(f/g)- IR - t2] 
D(f – а) = IR D(f о g)= IR 

D(f :g)- IR D(g o f)= IR 


30. dr Determinar algebricamente os valores de x,tais que f (x)« glx), sendo 
f(x)=2x+1 e g(x)=4-x. Usando uma ferramenta gráfica, traçar o gráfico 
das funções dadas e comparar os resultados. 


2x+1<4-x 
2x+x<4-1 
3x<3 

x<l 


g(x)=4-x 


Reposta em ambas as representações: x<l. 


66 


31. m Determinar algebricamente os valores de x, tais que o gráfico de f(x) esteja 
abaixo do gráfico de g(x), sendo f(x)2 x? -1 e g(x)21— x°. Usando uma 
ferramenta gráfica, traçar o gráfico das funções dadas e comparar os resultados. 


Algebricamente temos: 
x!-1«1- x 

2x «2 

x ed > -I<x<1 
ou XE (- 1, 1). 


Graficamente observamos o mesmo resultado. 


1 
" 


32. O gráfico da Figura 2.11 ilustra a propagação de uma epidemia numa cidade X. No 
eixo horizontal temos o tempo e no eixo vertical, o número de pessoas atingidas depois 
de um tempo t (medido em dias a partir do primeiro dia da epidemia). 


(a) Em qual semana houve o maior número de pessoas infectadas? 
Resposta: 2" semana. 


(b) Quando a epidemia foi totalmente controlada? 
Resposta: 4º semana. 
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(c) Como você descreveria a propagação da doença em linguagem coloquial”? 
Resposta: O número de pessoas infectadas cresce lentamente no início da epidemia. 
Em um momento seguinte esse número cresce rapidamente e depois volta a crescer 
lentamente até que a epidemia fique controlada 


N (número de pessoas) 


Nip" 


! 1 (medido em dias) 


Figura 2.11 da pg. 23 do livro impresso 


33. Um fabricante produz peças para computadores pelo preço de R$ 2,00 cada. 
Calcula-se que, se cada peça for vendida por x reais, os consumidores comprarão, por 
més, 600 — unidades. Expressar o lucro mensal do fabricante como função do preço. 
Construir um gráfico para estimar o preço ótimo de venda. 


Vamos considerar: 


L = Lucro 
C = custo C ni, = 2,00 
R =receita 


D = demanda 


II 
ж 
a 


= (600 — x)x — (600 — x)2 
= 600x — x? —1200 + 2x 
L=-x? + 602x – 1200 


O gráfico a seguir mostra a função encontrada. 
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1169 


100 200 300 400 500 600 700 


-10000- 


O preço ótimo para a venda seria o vértice da parábola, que na figura nos mostra 
um valor próximo de 300. Fazendo-se o cálculo do vértice da parábola encontra-se o 
valor de 299. Assim, o valor de x que maximiza o lucro é x= R$ 299, 00. Observa-se 


que este é um problema didático com dados fictícios. 


34. Um grupo de amigos trabalham no período de férias vendendo salgadinhos nas 
praias. O trailler e todos os equipamentos necessários para a produção são alugados 

no valor de R$ 2000,00 por mês. O custo do material de cada salgadinho é de R$ 0,10. 
Expressar o custo total como uma função do número de salgadinhos elaborados. 


Sejam 
C, = custo fixo mensal 
С, = custo variável por salgadinho 


x = número de salgadinhos produzidos 
C, = custo total 


C, = 2000, 00 
С, =0,10 
C, =C, +C,x 


C, =2 000+ 0,10х 


35. Em um laboratório, um determinado ser vivo apresenta um ciclo produtivo de 1 
hora, sendo que a cada hora um par pronto para reprodução gera outro par reprodutor. 
Como expressar essa experiência populacional em função do número de horas, supondo 
que a população inicial é de 5 pares? 


Ciclo produtivo = 1 hora 
População Inicial = 5 pares 
n = número de horas 
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Р, =5 P, =10 Р, =20 Р, =40 
Р,-5-2" 


36. Observar o problema que segue e verificar a possibilidade de resolvê-lo a partir do 
gráfico de uma função: 

Um grupo de abelhas, cujo número era igual à raiz quadrada da metade de todo o 
enxame, pousou sobre uma rosa, tendo deixado para trás 8/9 do enxame; apenas uma 
abelha voava ao redor de um jasmim, atraída pelo zumbido de uma de suas amigas que 
caíra imprudentemente na armadilha da florzinha de doce fragrância. Quantas abelhas 
formavam o enxame? 

(Adaptação de um problema histórico, originalmente escrito em versos). 


Podemos formar 3 funções, considerando x = número de abelhas do enxame. 
Denotamos: 

y = grupo de abelhas pousadas na rosa 

2 = grupo que ficou para trás 

h= número de abelhas extras 

Temos: 


Com os dados do problema podemos escrever a equação: 
x= E + ах +2 cuja raiz é exatamente igual à raiz da função f(x) = E + ах —x +2. 


Fazendo o gráfico desta função podemos visualizar a raiz real em x= 72. Assim, o 
número de abelhas no enxame é igual a 72 abelhas. 

Observamos que poderíamos ter resolvido algebricamente a equação obtida, obtendo o 
mesmo resultado. 


5 


-8 -4 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 
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2.17 - EXERCÍCIO - pg. 53 


1. Construir os gráficos das funções lineares. Dar o domínio e o conjunto imagem. 


a) y=kx,se k=0,1,2,1/2,-2. 


ж 
y 


k=1/2 
D(f)= IR 
Im(f)= IR 
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b) y=x+b, se b=0,1,-1. 


с) y =1,5x+2 


y=1,5x+2 


2. “8 Construir o gráfico das funções quadráticas. Dar o domínio e o conjunto 
imagem. 


а) угах ,зе a=1,1/2,-2. 


72 
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a-1 a- 1/2 
D(f)- IR D(f)- IR 
іш(/)-(0, + ©) (7) = [0, + ©) 


b) у= х? +с, зе с= 0,1, 1/2, -3 
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DU) = IR 

Im(f) 
c=1/2 с=-3 
D(f)- IR D(f)- IR 


Im(f)- [1/2, + о) 


ш(/)-1-3, +) 


с) у= у, + (1-1), se y, =0,1, —1 
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y, = 0 y, = 
D(f)= IR D(f)= IR 
(7) =[0, +=) Im(f) = [1, +=) 

yy = El 

D(f)= IR 

Im(/)=|-1, +=) 


d y-ax!-bx*cseazlb--2ec-5 
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y=x?-2x+5 
D(f)- IR 
Im(f) = [, +=) 


b) y2x* 
D(f)- IR 
In(f) = [0, +) 
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с) у= 2х? – 4 
D(f)= IR 
Im(f) = [-4, +=) 


4. Construir os gráficos das funções racionais. Dar o domínio e o conjunto imagem. 


-2 Ї 
(х-1) b) 77% 

D(f)- IR - fi] D(f)- IR - {0} 
Im( f) = (- =, 0) Im( f) = IR – {0} 


a) y= 


x—1 
inm 
D(f)- IR - (- 4] 
Im(f)= IR – {1} 


5. Afunção f(x) é do 1? grau. Escreva a função se f(-1)=2 e f(2)=3. 


2a+b=3 
3b=7..b=7/3 


a=b-2 


т Sl 
3 3 


Portanto f(x)=1/3x+7/3 
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6. Determinar quais das seguintes funções são pares ou ímpares. 


a) Par 
/(х) = 3x! -2x* +1 
-9-35-х)-2-х) +1 
= Зх* — 2х2 +1= f(x) 


b) Ímpar 

f(x)= 5x? -2x 

РО) = 5C xy -2 1) 
-—5x5 +2x 
- - (5x +2x)=- f(x) 


c) Não é par nem impar 
f(s)2 5: +25+2 


Ко з)= Csy +2(—5)+2 


=s"-25+2 
d) Par 
f()- 1t -4 
1-4 -(-47-4 
-15-4- f(t) 
е) Раг 
OLI 
fCx)=|- 4 
= | = f(x) 
f) Ímpar 
109)-2--2 
+1 


о) Não é par nem Ímpar 


19 


ps: 


"x«l 
ЛЭГ Желе cO) ood 
БДГ Хаг же! 
h) Par 


i) Ímpar 
ГО) = In EE 
—X 
_. 1-х 11-х 
f den Бе 1+х 
= In(1- x)- 1n (1+ x) 
= -[in(1 + x)— In (1- x)] 
=н | 


7. Demonstre que se f e g são funções impares, então (f + g) e (f — g) são 
também funções ímpares. 


(def) 

f éimpar <> /(х)-- f(x) (1) 
(def) 

g éímpar <> glx)=-g(-x) (2) 


De (1) e (2) escrevemos 


(f +2)(х)= f(x)+ g(x) 
-f(-x)- g(- x) 
-[ (= х)— в(— х)] 
—[(/ + 2)C х)] 


Portanto, ( f+ е) é ímpar. 


— 


fGx)- g(x) 

= ах) Es 
-fC x) e x) 
Af x) (ех) 
Ay - =) 


Portanto, ( f- е) é ímpar. 


(f -8)(x 


8. Demonstre que se f e g são funções impares, então f 


pares. 
(def) 
f é impar <> (x)=- f(-x) 


22000 (a) 
g бішраг <> g(x)- - (х) 


De (1) e (2) escrevemos 


= (f/g)- x) 


Portanto, f/g é par. 


-g e f/g são funções 


(1) 
(2) 
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9. Mostre que a função Jl f(x) f(- x)| é par e que a função 4 f(x)- f(x) é 
impar. 
Seja g) =-—[/(х)+ f(=x)]. Temos, 
40)-41/09 11-41 
= [a+ бој 


= 4(-х) 
Portanto, 2 (х) é par. 


Seja h(x) = Н [f (x)- ne x)). Temos, 


Portanto, h(x) é impar. 


10. Demonstre que qualquer função f : IR — IR pode ser expressa como a soma de 
uma função par com uma função ímpar. 


Queremos mostrar que se h(x) é uma função qualquer podemos escrever: 
h(x)= f(x)+ g(x) , sendo que f(x) é pare g(x) é ímpar. 


Usando o exercício anterior podemos fazer 

1 1 
Р(х) = (т) + А х)] e 86977 (т) – C х) 
De fato 


FG) eG) 7) 7 8C x) 7 (8) 2 8C x) = Мо) 
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11. Expresse as funções seguintes como a soma de uma função par e uma função impar. 
а) f(x)2 x! +2 

Basta fazer f(x) = fix) + f(x) com: 

f.(x)= an +2+ (-х Y +2] 


ETE 


=x +2 
Temos f(x) par. 


1 


AG)- уђе «2- 2] 


= +2- z -2] 


= 0 
Temos f, (x) ímpar. 


b) f(a)=x* -1 
Basta fazer f(x) = fi(x) + f(x) com: 


(92 Sh Е = 


Е Е 
а се 
E 2)=-1 


Temos f(x) par. 


1 


n= ze 1) +1 


= lp: 14 x° +1] 
2 
= E 2x? = x° 
2 
Temos /,(х) траг 
же 


IRIS 
Basta fazer f(x) = f(x)+ f(x) com: 


1|х- -Х-1 
шан DERE ің! 
-1(-1(-л) (-х-1)(х-1) 


2 ne x) 
_1-{?—-2х+1)- 5 jen) 
25 xe = 
| 1-2x!-2 хі 
 2-(2-1 2-1 

Temos f(x) par. 


[x-1 —х—1 
|х+1 —х+1 


1 

2 

1|х-1 x+1 
ЕТТІ | 
1 


[x+1 х—1 
(х-1/-(х-1) 
2 х -1 

_ 1 x —2x+l1-x —-2x-1 

р х=] 

2 dy: = 

E EI 
Temos /,(х) impar. 


d) (х) = |+ 


го) 4+ 1+ 


1 
=d+ 1+ aei] 


= zb bd e pen 


Temos f(x) par. 
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fee zeit - hdd] 


= bibl - bb pen] 
-2-1-841| 


Temos f(x) ímpar. 


12. Seja f(x) uma função cujo gráfico para x > 0, tem o aspecto indicado na figura. 
Completar esse gráfico no domínio x < 0 se: 
(a) f é par 
(b) f é праг 


(a) f é par (b) f é impar 


13. “E Em cada um dos exercícios determine a fórmula da função inversa. Fazer os 
gráficos da fungáo dada e de sua inversa. 


a) у= 3х+4 


3x=y-4 


x—4 
3 


Assim, a função f(x) = 3x-- 4 tem com função inversa a função g(x)= . O gráfico 


que segue apresenta essas funções e a sua simetria com a reta y = x. 


f(x)23x44 


8(x)=(x-4)/3 


b) y = 
х-а 
У(х-а)-1 
ху-ау-1 
е 1+ ау 
y 


1--ах 


Assim, a função f(x) = tem com função inversa a função g(x) = ‚О 


х-а 
gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com a reta y = x. Observar que 
o exemplo gráfico está sendo apresentado com o valor de a » 0. 


2(х)=(1+ах)/х 


_ а+ау 
y-1 
: 9 x+a “Р ~ а +ах 
Assim, а função f(x)= tem com função inversa a função g(x)= EE O 
x-a Х- 


gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com a reta y = x. Observar que 
o exemplo gráfico está sendo apresentado com o valor de a > 0. 
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J(x)=(x+a)/(x-a) 


8(х)=(ач+ах)/(х-1) 


9) se x>0 
x 

ху-1 

=. у>0 


: 1 : 1 
Assim, a função y=—, х>0 tem com função inversa a função g(x)=—. O 
x x 


gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com a reta y = x. Observar que 
as funções coincidem. 


ftx)=g(x)=1/e ра 
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e) у= 4х-1, x21 
y =x-1 
x=y +1 y>0 
Assim, a função у- 4х-1 , Х>1 tem com função inversa a função 


g(x) 2 xà +1, x20. O gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com a 
reta у=х. 


гбд=х +, x20 


Dy=-vVa-x,x<a 
у =а-х 


х=а-у?,у<0 


Assim, a função f(x) = үа - х, х < а tem com função inversa a função 


g(x)=a-x?, x<0. O gráfico que segue apresenta essas funções е a sua simetria com a 
reta у = x. Observar que o exemplo gráfico está sendo apresentado com o valor de a > 0. 
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y=—a-x,x<a 


х= |-- = | 0<y<1 
yero yl-y 


А ~ x ; " 
Assim, a função f(x) =— 1 х > 0 tem como inversa a função 
x + 


| x НЕ т В А 
(х) = Es 0<х<І1. O gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com 
-x 


areta y=x. 


ЕЗ 
= 0<х<1 ^ 


х =y+4 


x=—/y+4 
glx)=-Vx+4, х>-4 


Assim, a função f(x) = x!—4, х<0 tem como inversa а função 


g(x) 2 x -4, х>-4. O gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria 
com areta у-х. 
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1) у=х? - 4, х>0 


х? = у+4 


х=4у+4 
(х) =үх+4, х>-4 


Assim, а função у= x? –4, х2 0 tem como inversa a função 


g(x)=4x+4, х>-4. O gráfico que segue apresenta essas funções e a sua simetria com 
areta y=x. 


14. Mostre que a função y = f(x)= xt 5 
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200-4х44, х>-4 


coincide com a sua inversa, isto é, x= f(y) 


ou f[f(x)] х. 


_ x+2 


1 
хж- 


ти 2 


2yx— y = 
2ху-х- 


x+2 
yt2 


x(2y-1)2 y 42 


x+2 2 x+2+4x-2 


x+2) 2x-1 ^ E 2 5x 2х-1. 
74352) | 2x+4-2x+1 25-1 5 2 
2x-1 


15. Dada a função y = f (x) = 2 7 definida para todo x real, demonstrar que sua 


l+x 
y 


1— y 


definida para Ю «1 


inversa é a função x = ely) = 5 


x 
y= 
414 x? 
y 
1+ x? 
y + x2y2 = x° 
уф y? 
e (1- y?)= у? 
2 
"m y - 
1—у 
x= > 
]- y? 


considerando-se que 


1- y? 20 
(1- y) (1+ y) 20 
-І<у<І 
ou |y| «1 
X , x«l 
16. Dada f(x)24x? , 1<x<9 
2x , x>9 


verifique que f tem uma função inversa e encontre f (x). 
Рага x «1, temos у= х. 
Para 1<x<9,temos у-х .. х=./у 


Рага x > 9, temos 
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y , y<l x , x<l 
Assim, (y) -4J» , 1<у<81 ou /7(5)-44х , 1<х<81 


2 2 
y X 
шэг А > 81 — А > 81 
E ? E s 


17. Se f(x) e g(x) são periódicas de período T, prove que: 

(а) h(x) = f (x) + g(x) tem período Т. 

(b) А(х) = f (x): g(x) é periódica de período T. 

(c) A(x) = f o ‚ 2(х) +0 рага todo x é periódica de período Т. 
g(x 


Se f(x) é periódica de período T temos que existe um número real T z 0 
tal que f(x+T)= f(x) para todo xe D(f). 

Se g(x) é periódica de período T temos que existe um número real 7 = 0 tal 
que g(x+T)= g(x) para todo хе D(g). 
Assim: 


(a) h(x) = f (x) + g(x) = f(x +T)+ g(x* T) = Л(х+ Т) para o número real Т #0 com 
xe D(f + 2). Portanto h(x) = f (x) + g(x) é periódica de período Т. 


(b) Ло) = f (x): а(х) = f (x +T): g(x - T) = h(x- T) para o número real T 40 com 
xe D(fg). Portanto h(x)= f (x): g(x) é periódica de período Т. 


fe) fQ+D _ 
(c) h(x) = БО) FONT) h(x +T), 
хе D(f/g). Portanto h(x) = f(x)/g(x) é periódica de período T. 


g(x+T)%0 para o número real T z 0 com 


18. Se f(x) é periódica de período T, prove que 3T também é período de f. 
Se f(x) é periódica de período T temos que existe um número real Т = 0 
tal que f(x+T)= f(x) para todo xe D(f). Dessa forma, х+Те D(f). 
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Aplicando novamente a definição, temos 


f(x+2T)= f((x+T)+T)= f(x+T)= f(x). Dessa forma, х+2Те D(f). Repetindo 
o raciocínio, vem: 


f(x +37) = f ((x-2T) - T) = f(x +27) = f(x), para todo xe D(f). 
Podemos concluir, então, que 3T é período da função f(x). 


19. Sabendo que f(x) é uma função par e periódica de período T=4, complete o seu 
gráfico. 


Segue o gráfico da solução. 


20. Se f(x)= 2^, mostre que /(х+3)- /(х-1)=-= (а) 


283 2 gl = 155. 
2 


| 1 16-1 15 15 
25107-29 |g=— |=2 =— 2 = 
( ) | 3 =т= Л 


21. Seja @(x)= He sar) e w(x)= 5 201 Demonstrar que: 


plx+ y)= ф(х). p(y)+w(x).w(y) 


Temos, 


Фіх). p(y)+wlx).w(y)= 


= je pa. 2 ка?) 26 Шы! (е -а?) 

212 а”--а".а”-а” а та“ ala Pera” 
4 4 

= И (e ta У +а? Ha > +а® -а ay pg) 

= 2 (2 a +2 a») 

= e +а“>) 

= ex y) 

VG у) = ф(х).(у)+ oly). у(х) 

Temos, 


Фіх). w(y)* (у). у(х) = 


= ЛЭ кат), sa? –а ја sto? +а?). 5 ыд) 

= lar –а“ > „а ““У—а “> +ља““—а““ +a =a) 
ЕНТ 

= 504 Ty _ at +) 

= (x y) 


22. MU Construir o gráfico das seguintes funções exponenciais. 


a) y=a",se а=2,2,е(=2118..) 
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b) =” 


у =10" 


99 


100 


x? 


с) у=е 


d) y=-2 


y 2 


23. Dada Ф(х) = p Verifique a igualdade ф(а) + p(b) = 4 р | 
1+х 1+ab 


1-а 1-9 1-а 1-8 (1- a) (1-b) 
+@[b)= 1 +1 — |=1 cB Rx 
pla)+ eb) (Es) (2 E nj {к=н= 
l-b-a+ab 
l+a+b+ab 
_ a+b 
ат» j- — tab - >. ы. | 
1+ађ 14 2*5 1+ађ l+ab+a+b 
1+ab 
1 [Ltab=a=b"_ 1+ab 
1+ab l+ab+a+b 
l+ab—-a-b 
= [a 5] tob 
> Ra) gb) 


24. Dado Р(х) = log x e g(x)= x°. Forme as expressões. 
а) flg(2)] 


fle(2)]= fl? |= f(8)=10g 8 


b) f[e(a)) a»0 


fle(a)] - fla’ |= 1g a? =3loga 


c) 8|/(4) а>0 


gl f(a)]= вов a]= (log a 


25. m Construir o gráfico das seguintes funções logarítmicas. 


a) у= In(- x) 
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f(x)=In(-x) 


b) у= ШЕ 


J(x)=lnkx| 
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c) y =1n (x+1) 


J(x)=ln (х+1) 


d) y=log, x зе а =10, 2 e 1/2 


f(x)-log» x 


J(x)=log i» x 


е) y=xln x 
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J(x)=x Inx 


26. Se f(x)=arctg x prove que f(x) /9-4| 


Temos que: 
Р(х) = arc tg x 
f(y)= arc tg y 


1— ху 
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tg a+tg b 


Usando a fórmula trigonométrica tg(a +b) = ; 
I-tga.tgb 


vem 


1-18 f(x).tg Fly) 1—xy | 


Portanto, roza FEL = | 231 
— xy 


te fo) ro- ев fo) x+y 


1-ху 


27. Prove que arc tg a — arc cot g b = arc tg b —arc cot g a. 


Por definição temos que: 
T 
arc Conga ЕЯ (1) 
л 
arc cot gb = D arctg b (2) 


Fazendo a subtração (1) —(2) temos: 


Л Л 
arc cot g a-arccotg b S -aretg a - [E arcte) = are te b arc t8 a. 


Portanto, 
arc tg a — arc cot g b = arc tg b — arc сова. 


28. Dado f(0)- tg 0. Verifique a igualdade. 


_ 2f(0) 
seo = ор 


Temos que mostrar que: 


2tg O 


tg 20 = ————. 
иг) 


Vamos considerar: 


sen(a + b) _ зеп а .cos b + сова . sen b 


tgla+b)= = 
gla b) cos(a+b) cosa.cosb-sena.senb 


sena senb 
+ 


cosa cosb _ tga+tgb 
pn sena senb I-tga.tgb 
cosa cosb 
Fazendo a=b=0 vem: 
де HEEL. 
1- [rg 0] 


29. Seja f(x) =arc cos (log, x). 
Calcular. 


f(1/10) = arc cos (log, 1/10) 
= arc cos (-1) 
EE 


ou nz para n inteiro impar. 


f (1) = arc cos (log, 1) 
= arc cos 0 
a tkm 
2 
com k inteiro. 
f(10) = arc cos (log, 10) 


= arc cos 1 
=пл, п inteiro par ou 2n7, пе Z. 


30. Determinar o domínio das seguintes funções. 


a) y=arc cos 
+x 


Temos que: 


Resolvendo esta desigualdade temos [- 1/3, 1]. 
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b) y=arc sen (ов, x) 


Temos que: 
ui 

10 

х>0 


е 
–1< log x/10<1 


1076210 
10 

1<х<100 
4 у =,/sen 2x 

sen2x>0 
Assim, 
xe...[-7,-2/2]ulo, 1/2]ul[x, 3 7/2]... 
D(f)= м, пл, пл + z/2] 


31. “5 Construir o gráfico das seguintes funções trigonométricas. Verificar se são 
periódicas e, em caso afirmativo, determinar o período. 


a) y = sen kx, k 2, 3,1/2 e 1/3 


y=sen 2x 


Periódica de período igual a 7 
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y=sen 3x 


! ! 
-3u2 3 EZ л/2 Ez 


Periódica de período igual a = . 


y=sen [(1/2)x] 


Periódica de período igual a 47 . 


10 


y=sen [(1/3)x] 


! ! ! А ! ! | | i i 
-57/2 2л -3л/2 л E л/2 x зло, n 5л/2 


Periódica de período igual a 67. 


b) у = k cos x k=2,3,1/2,1/3 e —1 


Periódica de período iguala 2Z. 
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5+ 


Periódica de período igual a 27 


y=1/2 cos x 


з+ 


Periódica de período igual а 27. 
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у=1/3 cos x 


-34 


Periódica de período igual а 27 . 


-3+ 


Periódica de período igual a 27 . 


с) y = k cos 2x 
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У=2 cos 2x 


-34 


Periódica de período igual a л. 


y=- cos 2х 


y= (1/2) cos 2x 


3 


Periódica de período igual a Z. 


d) у = sen[x — z/2) 


3 


Periódica de período igual a 7. 
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y=sen(x- 92) 


3 


Periódica de período igual a 27 . 


e) y = cos (x + z/2) 


y = cos (x + 72) 


3+ 


Periódica de período igual а 27. 


f) у-ш(х-3л/2) 


y =tg (x - 3m2) 


g) y=cotg (x+ 7/4) 


y=cotg(x + 2/4) 


Periódica de período iguala 7. 


1 
h -іс-Х 
) y 85 
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y =tg (1/2) x 


1) y=l+senx 


J) у=1+ |sen 2x 


Periódica de período igual a 27 . 


y=I+senx 


Periódica de período igual а 27 . 
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у =1 + (еп 2х1 


-3+ 


Periódica de período iguala 7/2. 


32. Dada a função f(x)=2 sen Ах – 312 h х, calcule f(2), f(-1) e f(0) 


f(2)=2senh2-3tg h2 


Ш & 41-1—e6* = Зе? 432? 
e+e” 


4-4 2 -2 
ЈЕ —e —Зе de 
ш 2 => 

е +e 


f(-1)2 2 зепћ (-1) - 312 h(-1) 
Е n e = e -4 e _ e! 
i 2 {е же! 


(e? = е) (e? + e)- Зе +3e 
е-е 


_е Хр 3o 43 


m -1 
e +e 


f(0)2 2 senhO-3tg h0 


0,0 0,0 
ye e -3.£ a 
e +e 
=0-0 
=0 


33. Prove as identidades. 


(a) 


1-16 ћ? и = зесћ и 


(е" te" y = (e -е" y 
(е" te" y 

| 6" +2e x е-е 

1 (e te" y 


2u u 


+2—e 


2 
= 2 = == = зес h° и 
e +е 


(b) 


1— cot g h° и = —cos sec h^ и 


34. Defina uma função inversa para y = cos h x, para x < 0. Esboce o gráfico. 


Temos f:(-00,0) >[1,+00), у= f (x) = cosh x. А sua inversa será uma função 


f~ :[L+00) > (-00,0]. 


J' 79 


Usando х = созћ у = 2 


e? –2хе? +1=0. 
Resolvendo esta equacáo obtemos 


, podemos escrever e? — 2x + e 
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„у o 2xENdx -4 Ar t aA, 


Como ye (—%,0), temos 0 « e «1. Portanto, usamos o sinal negativo, ou seja, 
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e” =х- үх? -1. Tomando o logaritmo natural, vem y = In(x үх? – 1). A figura que 


segue mostra o gráfico da função e da sua inversa no intervalo considerado. 


35. Mostre a validade das expressões: 


a) arg cos h х= In ler 1) x21, 


Seja y = аго cos hx, x21. Por definição temos que x=cos h y, y20e 


y -у 
espe 
х-----, y20 


Podemos reescrever a última expressáo como: 


y 


Әх-е” +e ` 


e? +1 
5 


2х = 


e 
e? — 2xe” +1=0 


Aplicando a fórmula de Bhaskara vem: 


p _2х+ү4х -4 Ar cf e egit c 


у>0 


(1) 
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Sabemos que y 20 e x>1,logo, е” >1 
Quando 


x=] > x+Wvx?-1=1 


х>1 > x—vx?-1<1 


Portanto podemos desprezar о sinal (~) em (1) e arc cos h х = In Ë + x° — 1) x21 


Са тави 4 
2 1-х 
Pela definição 


y-argtg hx <> x=tg һу. 
Temos, 


e? — xe? =1+х 
е>(1–х)=1+х 
›_ 1+Х 
[= 
EN 8 
-=x 


com -1« x«l. 


ај x2 


с) arg sec h x= "| 
x 


| 0<х<1. 


Рага O« x <1, y= arg sec h x => x=sechy. 
Temos, 


x=sechy 
2 
ЕГЕТЕ 
xe + xe ” = 2 
хе? + x = 2e 
xe? – 2e” + x = 0 
ә-2%У4-4х 
2x 
_ 2+2J1—- x 
2x 
PPP 


x 
Como no exercício anterior consideramos só o sinal + . Tomando o logaritmo, vem 


ши 
s аа ЈЕ 


| 0<х<1. 
х 


36. Sendo f(x) = cos h х, mostrar que flin (+ ух? — ПЫ X3 


fla e ба 1 = cos hn (++ 2-1) 


27 EE 4 22: (seta) 


2 


_ x+4 x =] eles do) 
2 


1 1 
=| x+.Jx<2—1 кт эзен $ 


Al Ee, T 
xt4x -1 2 
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u 2х7--2х4х7-1, 1 
АЈА —1 2 

E 2x БЕБІ 

x+ajx?-1 


=X 


1 
X— 
2 


37. Mostre que as funções senh x, tgh x, cotgh x e cosech x são ímpares. 


(1) f(x) = senhx = Ee 
e 
е-е ES = = 
Р(х) = senh(—x) = > 27 fœ. 
Gi) fæ) =т= 
e + 
e 
f) 2 tgh(-x) = E + - — f 0. 
e +e e +e 
di fo st ct te 
CAE: 
e 
f (—x) = cot gh(-x) = = url Е = se == Са)» 
€ — е =€ 
(iv) f(x) = созесйх = —— 
E. 
e 
f (—x) = cosech(-x) = - -=—— - —=-f(x). 
- 6 е —e 


38. Mostre que as funções cosh x е sech x são pares 


=X 


e" +e 
2 


(1) f(x) =cosh x = 


е 


f (—x) = cosh(-x) = 


122 


123 


(п) f(x) =sechx = 


x -X 


+e 
e 


Р(х) = sec h(-x) = — E 
e 


te e+e 


== JO). 


39. Analisar a função f(x)= 24x — 3x? e verificar a possibilidade de representar uma 
função receita total. Em caso afirmativo identifique a função demanda e responda: 
(a) Qual a quantidade demandada quando o preço unitário é R$ 5,007 

(b) Qual é o preço do produto quando a receita é máxima? 


A função receita é dada por R = p : q sendo р = preço eq = demanda. Supondo 
que x = preço, a função demanda é dada рог q=24-3x sendo f(x)= 24x - 3x? a função 
receita total. 


a) 

p=5 = q=24-3:5 
q=24-15 
4-9 

b) 


A função receita total é uma função do segundo grau e, portanto, o seu valor 
máximo está no seu vértice em x=4, ou seja, o preço de R$ 4,00. 


40. As funções de demanda e oferta de um determinado produto no mercado são dadas por 
да =15-4р e q, =6p-1, respectivamente. 
(a) Determine o preço de equilíbrio. 
(b) Represente graficamente as funções demanda e oferta, mostrando o ponto de 
equilíbrio. Esboce os dois gráficos juntos. 


a) O preço de equilíbrio é dado por: 


Ча = 4 
15-4p=6p-1 
4p-6p=-1-15 
10р-16 
p=16 


ou seja 1,6 unidades monetárias. 


b) A Figura que segue apresenta o gráfico solicitado. 
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9 10 11 12 ІЗ 14 15 


41. Uma imobiliária cobra uma comissão de 12% do valor da venda de um imóvel mais 
R$25,00 fixo para as despesas de correio e divulgação. Denote por x o valor do imóvel 
(em reais) e por f(x) o valor cobrado pela imobiliária. 

(a) Descreva a função f(x). 


(b) Qual o valor recebido pela imobiliária na venda de um imóvel por 
R$185.000,00 ? 


(a) Considerando: 
= x = valor do imóvel 
= f(x) = valor cobrado pela imobiliária 


3 
t i =— x+25. 
emos: f(x) 557 


(b) /(185.000) = = :185.000 + 25 = 22.225 ou seja R$ 22.225,00. 


42. O preço de venda de um produto é de R$27,00. A venda de 100 unidades dá um lucro 
de R$260,00. Sabendo-se que o custo fixo de produção é de R$540,00 e que o custo 
variável é proporcional ao número de unidades produzidas, determine: 

(a) A função receita total. 

(b) O custo variável, para uma produção de 2.000 unidades. 

(d) A produção necessária para um lucro de R$23.460,00. 
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(a) A função receita é dada por R (q) 2 27.q 


(b) Temos que a função lucro é dada por 
L=R(g)-C.(a) 
sendo que С, (q) = 540 + C,q. Assim, 
L= 274 -(540+C,q) 

= 274 – C.q — 540 


Considerando-se que 1(100) = 260 vem: 
260 = 27.100 – С, : 100 – 540 
100 С, = 2700 – 540 – 260 
C, =19 
Assim o custo variável de uma unidade é dado por R$ 19,00 e a função custo 
variável é dada por С, (4)=19.4. Temos, C,(2000) = 19.2000 = 38 000, ou seja, 
R$38.000,00. 


(c) 
L(q) = 8а – 540 
23460 = 84-540 
8а = 23460 + 540 
_ 24000 


8 
q = 3000 


(43) Uma indústria comercializa um certo produto e tem uma função custo total, dada рог 
C(x) = x? + 20x + 700, sendo x o número de unidades produzidas. A função receita total é 
dada рог R(x) = 200x . Determine: 


(a) O lucro para a venda de 100 unidades. 
(b) Em que valor de x acontecerá o lucro máximo? 


(a) 

L(x)= R(x)— C(x) 
= 200х – x? — 20x — 700 
--х +180х – 700 


L (100) = —10 000 + 18 000 – 700 
=7300 
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ou seja R$ 7.300,00. 


(b) A função lucro é uma função do segundo grau, assim o seu valor máximo encontra- 
se no seu vértice, ou seja, em x=90. 


(44) Determinar graficamente a algebricamente o equilíbrio do mercado considerando as 
seguintes funções de demanda e oferta: 


O, =10-4P =4- P? 
(a) |54 (1) 19% 
Q, =6P=1 О, =4P-1 
(a) Temos: 
10-4P=6P-1 
11=10P 
Р= 11 


O gráfico que segue apresenta a solução gráfica. Observe que é indiferente рага а 
solução gráfica a posição das variáveis no sistema de eixos. 


о © — ю фо ъ л 
I ns o а E 
+ —— 


Hot а чай, ү. А „ШЕ... 
¿HAHN 
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(45) Uma caixa sem tampa na forma de um paralelepípedo tem um volume de 10cm” . O 
comprimento da base é o dobro da largura. O material da base custa R$ 2,00 por m^ ao 
passo que o material das laterais custa R$ 0,02 por т”. Expressar o custo total do material 


em função da largura da base. 
Seja x a largura da base e ћ a altura da caixa. Temos, 


V = xx 2xx h = 10 cm° 


21h = 10 
m 
x 


C, =2ххх2х + 0,02 (2xh -- 2- 2x - h) 
= 4х? +0,02 6 xh 


залж аг 
x 


С, = Ax! + —. 


(46) “Traçar o gráfico das funções trigonométricas. Comparar cada conjunto 
identificando a transformação ocorrida. Identificar domínio, conjunto imagem, máximos e 


mínimos, crescimento e decrescimento. 


(a) f(x)= sen x g(x)=2 sen x пх) = =sen x 


Os gráficos foram traçados no mesmo sistema de eixo para otimizar a visualização. 
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1 1 
ош =] m(g-E2.3] ш(9-1-3-31 
= As funções assumem valores máximos e mínimos em pontos com х 

coincidentes. 


= Os intervalos de crescimento e decrescimento coincidem. 
= De f рага g houve uma expansão vertical e de f para h uma contração 
vertical. 


(b) f(x)= sen x 6(х)- sen 2x h(x) = sen Ë 3 


= D(f)- D(g)- (п) 


= Pontos de máximo: 


129 


Г) = +267, ke 2 
вил, Ке 2 
h(x)=7+4km, ke Z 
= Pontos de mínimo: 
Г) = 2t ke 7 
Зл 
g(x) = + Кт, ke 2 


h(x) - x - 4kz, ke Z 
= Intervalos de crescimento e decrescimento 


= f: Crescimento em - > +2кл, о 2d ke Z e decrescimento em 


БЕЗЕР 7. 
2 2 


; Л Л . 
= g: Crescimento em - p + kz, 4 + 4 ke Z е decrescimento em 


Esta eta Ке 7. 
4 4 


= A: Crescimentoem [-7+4k7,7+4k7]ke Z decrescimento em 
[z + Акл, Зл - Akz]k e Z. 


(c) Р(х) = cos x glx)= cos x3 ћ(х) = cos x -3 
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" Im(f)=[-1,1] Im (g)=[2, 4] Im (2) =[-4, - 2]. 

= De f para g houve um deslocamento vertical para cima e de f para h houve 
um deslocamento vertical para baixo. 

= Os pontos de máximo e mínimo coincidem para f, g e л, bem como os 
intervalos de crescimento e de decrescimento. 


(d) f(x) 2 cos x g(x)= cos (x 2) h(x) = cos (x - 2) 


= De f para g: deslocamento horizontal para a esquerda. 
" De f para h: deslocamento horizontal para a direita. 
= Pontos de máximos: 
f(x): 2kz,k e Z 
g(x): —2+2kz,k e Z 
h(x): 2+2Кл‚Кє Z 
= Pontos de mínimos: 
f(x):z + 2kz,ke Z 
g(x):Z—2+2kzZ,ke Z 
h(x):z +2+ kz,ke Z 
= Intervalos de crescimento: 
Рх): [+ 2kz,2z + 2kz| ke Z 
g(x):[1 - 2*4 2kz,2z - 2 + 2Кл] ke Z 
h(x): [7 + 2 + Ел, 21 +2+2kz|] ke Z 
= Intervalos de decrescimento: 
f(x): ркт, л -2kx]ke Z 
(5) 2-25л,л-2-2Кл|Ккє 7. 
h(x):[2+2km, л + 2 + 2Кл]Ке Z 


е) f(x)= sen x g(x)= — sen x 
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" Im(f » B )-E11. 
= De f para g: reflexão em torno do eixo dos x. 
= Pontos de máximo: 


ЛО): + 2k7 


glx): = + 2k7 
= Pontos de mínimo: 


fla): e 2k 


л 
g(x): - + 2Кл 
= Intervalos de crescimento: 


709: - + 2s, Trata | ke Z 


#60) [5 +2 їл, E rota) ке 7 
= Intervalos de decrescimento 


3:12 261,32 + ка | ке 7, 


8-Я eta Tede | ке 2. 


47. “Usando uma ferramenta gráfica, trace numa mesma janela, o gráfico das funções 
dadas em cada item e, a seguir, responda a questão: 

Dado o gráfico de f(x), o que se pode afirma sobre o gráfico de g(x)= f(x— a) quando 
а>0? E quando а<0? 


(4) у-х y=(x-2) . y=(x - 4) 
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b) y=x° 


Conclusão: 
= Quando a>0 o gráfico de g(x) tem a mesma forma do gráfico de f(x), 
deslocando-se a unidades para a direita. 
= Quando o а<0, о gráfico de g(x) tem a mesma forma do gráfico de f(x), 
deslocando-se a unidades para a esquerda. 


48. «n Usando uma ferramenta gráfica, trace numa mesma janela, o gráfico das funções 
dadas em cada item e, a seguir, responda a questão: 

Dado o gráfico de f(x), o que se pode afirmar sobre o gráfico de g(x) = f(x)+a, quando 
a>0? E quando a<0? 


(а) у-х y=x +2 у=х? +4 
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Conclusão: 
= Quando а<0, о gráfico de g(x) tem a mesma forma do gráfico de f(x), 
deslocando-se verticalmente a unidades para baixo. 
= Quando а>0, о gráfico de g(x) tem a mesma forma do gráfico de f(x), 
deslocando-se verticalmente a unidades para cima. 


49. “Identifique algebricamente as transformações realizadas na parábola “mãe” 
f (x) = x°, para obter as seguintes funções quadráticas. A seguir, trace o gráfico e compare 
os resultados. 


(а) f(x) = x! - 6x49 


у=х? У y=x2-6x+ 


flx)=x? -6x+9 
= (x — 3)° 


Deslocamento horizontal de 3 unidades para a direita. 
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(b) f(x) = х2 +4x+4 


f(x)» x! +4х+4 
= (х+2) 


Deslocamento horizontal de 2 unidades para а esquerda. 


(с) f(x) = x! - 6x5 


f(x) o x! -6x45 
-х:-2.3х-9-9-5 
-(х-3) -4 


Deslocamento horizontal de 3 unidades para a direita e deslocamento vertical de 4 unidades 
para baixo. 


50. “Determine algebricamente a função inversa. A seguir, numa mesma janela, trace o 
gráfico de cada função, de sua inversa e da função identidade. 


()y=2x-1 
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Assim, temos: y => (x +1) 


х=2у+2 
Assim, temos: y =2x+2 


(c) y = x° 


HP 


Assim, temos: y = Mx 
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(d) у= (х-1) +4 
(x-1f = y-4 
х-іл iy -4 
x=1+3/y-4 


Assim, temos: y=1+3/x—4 


51. Para cada uma das funções, se necessário, restrinja o domínio e o contradomínio е 
determine a inversa. 


(a) y = x° 
(уух - 2х +1 
(c) y = 2x" - бх -10 
(Фу =e” 


(а) у=х [0,+05) 


х= ју, у>0 


Portanto, у = Nx Р 


(5) 
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y=x?-2x+1 

= (x 1), xe [L + о) 
(x-1)2 4 y, y 20 
х=1+4ју 


Portanto, y 1+ Ух. 


(с) 


y=2x -6x-10 
- 2 (x? -3x-5) 
= 22542) 2-10 
2 4 
2 


2 
2 4 2 
2 4 
2 2 4 
x 29 
Portanto, y 2— + |- +—. 
2 4 


(d у=е elny=x 


y=Inx, х>0 


52. A locadora A aluga um carro popular ao preco de R$ 30,00 a diária, mais R$ 0,20 por 
quilómetro rodado. A locadora B o faz por R$ 40,00 a diária, mais R$ 0,10 por quilómetro 
rodado. Qual locadora vocé escolheria, se pretendesse alugar um carro por um dia e pagar 
o menos possível? Justifique algebricamente e graficamente. 

Algebricamente: 


P, =30 +0,2 х 
P, =40+0,1 x 
sendo x = n? km rodados e P = preço. 


P, > P, 
30 + 0,2 х> 40+ 01 х 


01х>10 
х>100 


Se pretendo me deslocar mais de 100 km, devo escolher a locadora В e, em caso 
contrário, a locadora A. 


Graficamente temos a figura que segue. 
TP 


53. Dentre todos os retángulos de perímetro igual a 80 cm, quais as dimensóes do 
retángulo de área máxima? 


Seja o retângulo de dimensões x e w com perímetro (2P) igual a 80 cm. Temos 
então que: 


2P=2x+2w 
40=x+w 
w=40-x 


Considerando a área A 
А= ху 


- (40- x)x 
--x^-40x 
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Estamos assim diante de uma função do segundo grau. O ponto de máximo está 
no seu vértice, ou seja, em x=20. Portanto, o valor de w é 20 e, nesse caso, estamos diante 
de um quadrado de lado igual a 20 cm. 


54. Para medir a temperatura são usados graus Celsius (°С ) ou graus Fahrenheit (^P). 
0 0 2 
Ambos os valores О C e 32 F representam a temperatura em que а água congela е ambos 


0 0 И 
os valores 100 Ce 212 F representam a temperatura de fervura da água. Suponha que а 
relação entre as temperaturas expressas nas duas escalas pode ser representada por uma 
reta. 


(a) Determine a função do primeiro grau F(c) que dá a temperatura em ЈЕ, quando ela é 


% 0 
conhecida em С. 


Vamos considerar a função como do tipo F =aC +b, sendo F a temperatura em graus 
Fahrenheit е С a temperatura em graus Celsius. 
Temos as seguintes relações: 
С-0-Е-32 
C=100>F=212 
Assim podemos resolver o sistema 
32=0a+b 
212-а100--5 


para achar os parâmetros a е b. 
Resolvendo o sistema encontramos b=32 e a=1,8. Dessa forma, a função é dada 


рог F =1,8С + 32 ои y=1,8x +32, sendo x a temperatura em graus Celsius e y a 
temperatura em graus Fahrenheit. 


(b) Esboce o gráfico de F. 


П П | | П П | | П 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 
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(с) Qual a temperatura em °F que corresponde a 25 °С? 


y=1,8-25+32 
у= 77°Е 


š УЫ 0 0 
(d) Existe alguma temperatura que tem o mesmo valor numérico em Сеет Е? 


x=1,8x +32 
—32=1,8x— x 
0,8x = —32 
—32 
x=—— 
0.8 
x=-—40° F 


55. Numa dada cidade a população atual é de 380.000 habitantes. Se a população apresenta 
uma taxa de crescimento anual de 1,5%, estime o tempo necessário para a população 
duplicar. Use um modelo de crescimento exponencial. 


PSP 
2.380 000 = 380 000 -1,015' 
2= 1,015 
Іп2-ііп1,015 
= h2 
“101,015 
t=46,55 
t=47 anos 


56. Uma criança tem um montante fixo M=R$180,00 para comprar latinhas de refrigerantes 
e cachorros quentes para sua festa de aniversário. Suponha que cada latinha de refrigerante 
custe R$1,20 e cada cachorro quente R$1,50. 


(a) Obtenha a equação de restrição orçamentária. 


Seja p, = preço refrigerante 
р, = preço cachorro-quente 
q, = quantidade de refrigerante 
q, = quantidade de cachorro-quente 
Podemos escrever a equação 
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qi + фур = М 
1,2 q, +15 q, =180 


(b) Esboce o gráfico, supondo as variáveis contínuas. 
Т ше. de refri. 


(c) Se a criança optar por usar todo seu orçamento comprando somente cachorros quentes, 
estime o número de cachorros quentes que podem ser comprados. 


1,5 q, 2180-12 q, 


_180_12 
% 15 15 di 
q 120 — 0,8 q, 


q, = 120-0,8.0=120 


57. O custo total de uma plantação de soja é função, em geral, da área cultivada. Uma 
parcela do custo é aproximadamente constante (custos fixos) e diz respeito a benfeitorias e 

equipamentos necessários. A outra parcela diz respeito aos custos dos insumos e mão-de- 
obra, e depende da área plantada (custos variáveis). Supor que os custos fixos sejam de 

R$ 12.400,00 e os custos variáveis sejam de R$ 262,00 por hectare. 


(a) Determinar o custo total da plantação em função do número de hectares plantado. 
C, -12400--262х 
sendo x = número de hectares plantados. 


(b) Fazer um esboço do gráfico da função custo total. 
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Т custo total 


ЕЕ: hectares 
20 40 60 80 100 120 140 


(с) Como podemos visualizar os custos fixos e variáveis no gráfico? 


O custo fixo é o ponto onde a reta corta o eixo dos y. 


O custo variável é dado pelo comprimento do segmento vertical entre a reta que 
representa o custo total e a reta horizontal, que representa o custo fixo. 


1 custo total 


350007 
30000-- 
25000-- 
Custo variável 
200004 
15000 Custo fixo 


10000+ 


5000-- 


х һесіагев 


58. А meia-vida do rádio-226 é de 1620 anos. 


(a) obter o modelo de decaimento exponencial para essa substância. 
O modelo de decaimento exponencial é dado por M =M е“, sendo que para o presente 


problema temos / = 1620 е М -—. Assim: 
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k = 0, 000 4279 
Logo, M=M g o 000 4279 и 
, =Mo 


(b) Após 700 anos, qual o percentual de uma dada quantidade inicial de rádio que ainda resta? 


M = M e 9.000 4279x 700 
Es 0 

М =0,74M, 

Resposta: 74 % 


59. Uma certa substância radioativa decai exponencialmente sendo que, após 100 anos, 
ainda restam 60% da quantidade inicial. 


(a) Obter o modelo de decaimento exponencial para essa substância. 
M=M,e* 
06M, =M, e % 
In 0,6 = —100K 
—0,510825 = —100k 
k = 0,005108 
Logo, M =M, g 005108 1 


(b) Determinar a sua meia-vida. 


M 
0 —0,005108 
— -M,e j 
2 


In 5 = — 0,005108 t 


t z 135,7 anos 


(c) Determinar o tempo necessário para que reste somente 15 % de uma dada massa inicial. 
—0,005108 
0,15M,=M,e” i 


In 0,15 = — 0,005108 t 
t z 3714 anos 
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3.10 - EXERCÍCIO - pg. 83 


1 — Para cada uma das seguintes funções, ache tim 2 | 
х Х- 
(а) f(x) = Зх” 
2 
tm EB mto DO |, 
22 x-2 x32 х-2 
1 
(b) f(x) 2 —.x 20 
x 
T 224 
limX 2-1m 2º ұр 26-2, 1 71 
х92 8-2 о2х-2 2 2x x-2 4 
2 
(c) fex 
ке — аи] 4 4 8 
lim3——3 = іт = = 
хә? x—2 152 x—2 3 3 3 


(d) f(x) = 3x? +5х-1 
. 3x? +5x-1-21 . 3x^45x-22 .. (x-2)3x-1l 
m = lim = lim = 


li 17 
x>2 x—2 x32 х-2 х-э2 х-2 
1 
(e) f(x) = ‚Х 5—1 
x+1 
1 1 3-х-1 
x+1 3 Xx*D qm 2t* -1 -1 


lim = lim . = 
хэ2 x-2 22 х—2 122 3(х+1 х-2 9 


(f) f(x) = x° 

зо = 2 
lim 8 tim 2)(x +2x+4) i5 
x32 х-2 x52 x—2 


2 - “5 Esboçar o gráfico das seguintes funções e dar uma estimativa dos limites 
indicados 
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(a) Ро) 2 E; 
x—3 
(OX -3x42. . __9 
(b) ҒО) = 2-4 > lim /(х) = A 
-4/х-1. . _3 
(с) IO D b c! 
а f=; impie. 
x —1 x31 3 


3 — Calcular os limites indicados no Exercício 2 e comparar seus resultados com as 
estimativas obtidas. 


2 рын — 
x —9 dg а жүүн. 
x33 x — 3 x3 х= 3 x—3 

E _ 132 _ 132 
x sa S 1) = Jim 5 1) ЭР) 
хә х-4 12 (x +2)(x—2) 2 x-2 4 


-1 2 4-1, (и—Т(и +и+1 2 (u?+u+1) 3 
= lim>— = lim = lim E 
х— \/ X -1 ии“ —1 ul (u — D(u 4 1) ul (u + 1) 2 


pel a x-1 da 
TE = lim - 5 =-. 
х-1Х7-1 х94(х-1(хХ4Х41) 3 


Nos exercícios de 4 a 27 calcule os limites. 


3 2 2 
jode ЖО е). qp cpu 3d 
elo] c (х—1)(х+1) -1-1 2 


r +4” +41 _„ @+2у@ +2) _ 4-4 0 


im = = -0. 
192 (1+ 2)(1- 3) 2 (1+2)1—3) -2-3 -5 


. x'-3x-10 . (x—2(x+5) 2 x-5 2-5 7 
6- lim 5 = lim = lim = = 
23x -5x-2 2 (x—2)(3x+1) хэ23х41 3-2+1 7 


2 _ — — 
гр => 5 aim SAD 5 1:7 


im : 
өз 2t-5 > (21-5) 2 2 
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2 
8- lim? + (1-а)х-а -lim (x— а)(х + 1) E 
xoa X — a xa (x — a) 


acl. 


3х? -17x+20 1. (x-4)3x-5) 12-5 


9 - lim ——5——— = lim —— — — — са ж 
7 


44x! —25х+36 > (x — 4)(4x — 9) | 16-9 


2 — 
x %б6х%5 qunm HADAS) _ 1-5 4 


10- lim — = NM 
ex!-3x-4 >(x+1(x-4) -1-4 5 


2 
11- lim 2 1 = lim (x ВОИ _ 1 l_ 2 
x>- x +3x+2 хэ9-1(х+1)(х+2) -1+2 1 


ЕЕ 22222 
х-э2 х-2 x>2 (х-2) 


2. =. ==, — T 
x^—5x-46 ЭР" (x—2)(x—3) _ 2—3 _—1 


13- lim". = - 
242 —12х+20 ==? (x-2)x-10) 2-10 


4 ыр 
pe ша Оаа 
14 - h50 h h>0 h 


2:2. 2 
15. tim О 6,6% 16 8+0 
10 t t—0 t t—0 ГА 
2425-0-52. 25 +31 – 25 3 
16 - lim = lim =D. 
жи t 10 10025 +31 +5) 10 
J 2 2 2 
17 - lim 2 +2 а - tim bf a _ > x а>0. 
150 t 150 која“ +bt+a) 2a 
18 - tim SAO! ===. 


= lim =-. 
вы h—] ^21 (В — D h +1) 2 


бе „21 -8)+h E (k? -8)- h° 


= lim 


ю-4 h+4 177 (по A420)? –8) –ћ) (+4) /2(1? -8) — h) ђ 


Zim 0500-2 _-8 


"(4j -8-n) 8 


=-2. 


h>0 


8. 


: 
T 


h* + 8I? +24hº +32h+16-16 _ lim h(hº +8hº +24h +32) 


h 


2hº -16-h? 


за 
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и-2 pa _ 1 


41-Х-1 1-1-1 ul 


21 - lim — —— — = lim : 
х-э0 -Х x20 — £( ПЯЗЭН 2 


22-1 mix жа! -a +а? -a n +a ax +b° +b) cum 25 b хан 
EN +b? —b — tb? b») x +a +a) "5024 ағы 


al. 3 
E s 


xa X—a 


Fazendo: 

х=из 

а = b° 

com bz0 e а=0 temos: 


. u-b сал u—b _ 1 _ 1 
lim—— s lim—— EO o 
ub —ђ w«ob(u—b)(u +bu+b) b +b +b 3b 
id 
ЕС a? 


24- lim x l 
= PE 1 


Fazendo x=u” ,и>0 temos: 


LA e 0770-1022 212008 
lim =lim—— = lim——— =. 
xl jy] и y -1 ul (и — D(u +и+1) 3 
3/2 33 
25 - tim E 24х41 
xl (x—1) 


Fazendo \/х = и, temos: 
ва 241 = tim C 2u+1 -gm “BUD 01 
x (x-1) и (из елу; ИУ (и —1)2(и? +и+12 9 ; 
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ТЕ уз. es + 5 – х a = х)1+45-х) -2 -1 
а 1-J5-x х4 (1— 5+ х)(3+/5+х га (744 3) Sima) 6 3. 


41-Х-А41- 1+х-1+х 2х 2 


27 - lim = lim === = lim == ==]. 


e x Е x) -ETETE x) 2 
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3.13 - EXERCÍCIO - pg. 93 


l- Se f(x) EAM) calcule: 
7х-5біхі 


aum алыл E бы 


—=2. 
xX— +00 Tx- 5х xX— +00 2X 


3x— x . 2x 1 
= lim == 


b) lim f(x) = lim = шиль 
( ) Pi ) xƏ-% Tx + 5x x>-»]2% 6 


1 
2-5 = , calcul 
e f(x) Е calcule 


a) lim ——— = +°. b) lim ——> = 
Мо (x2) шаг (x42) 


Nos exercícios 3 a 40 calcule os limites. 
3- Ша (Зх - 4x? —1) = +. 


4- jm/2-1+5)-2-040-2 


7399 X X 


5 — Usando o exemplo 3.12.5(x), vem Еи = lim>7=0. 
t>o t + t— 0 t 


68:41:20, 
и зен | 


2243 _. £ 1 


7 - lim— =lim— = =. 
гэе 217 +51—3 527 2 


5 3 5 
мы = lim - 2x? = —e 
x— +o — x + 7 хэ+о — X х +оо 
2 5 
gg EA in шн 
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3 3 
eme e quu sss 
c9 T1343 c9 76 7 
2 2 
1l- lim? +3х+1 _ PAS 
x>0 X x>% ү 
ix | 34 10 і» 22:10 
E 32 32 3 2 3 
12- tim 2592-10 li ee =m x X Y 0 
x>+00 X Х-Эчсо x x> +00 1 
x 
2 2 
ис 05 88 
го 1 — Д 1+ f 
. Х(2х-1совх) 2x! —Txcosx x^ (2. —'1cos х/х) 2 ir 
14 - lim — = 5 = lim = z 7 => ја que 
x>% 3x" —55епх+1 хә° 3х – 5ѕепх+1 >~ x (3—5зепх/х +1/х) 3 
lim =0 e lim2 =0. 
x>% ү хоо х? 
ЕТА О 
›э+= Зу—] ww Ty) 


16 - | 
X+oo x>+00 X 
XF Az 
X X 
х +1 x? 1 
2 >. URS =— dus = 
: x +] БЕК u, 27-20 
17- lim ———= --\ lim xu 1 
хә-е x+l х5 X+l x> x l 
x x 


+1-х +1 _2 
2 E =— =Q. 


lim(vxº +1—ух* —1 = іт 
ДАНИ 


19 - lim жух -1— x)= lim 2 x-b-x0x' prx) po MÉS _ 
Мх? —1+х e Ju l+ x 


х +оо 


18 


m 
= lim X 
хоо 2 
X X 
RF zx vs 
X x x 
2 у 2 
20 - lim (3x? £2x 41-423) = lim SX +2х+1—2х _ 
x 2 1 
2 2 2 
s A sa Жее 
e [a 2x 1 2% “2/0+0+0+0 0 
+ 
42 43 4 2 
X X X 
228 2 
21- tim 10% ce 10x 20) 
Х-Элсо 3х7-1 хэ+ Jy 3 
3 3 
n gute р ne 
TEES х —1 x3- x 
3_ 2 = 3 
pn ало ав. 1,2 м, 
x>- у +xo—x+l хә-= x 
8 5 
24: him ^ = ss wem log 
5 —> +00 3 +7 524225 52 7 Л 
mu 
$ 5 
2x? 7 
25. lim 25 77 = lim X x _ 2 0_ 
x>-0 х+3 X—-—oo x 3 1+0 
X x 


4 3 2 
impo ol PDA ria 
26 - XS+oo Х— +00 16x 415)? -2x+1+2x 


15 2 1 4 
164+-%+=- 
X X X 16 


= Им S 
x>+ 116 15 2x 1 2 0 
4 + 57 + 8 + т 
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28 - 


29 - 


30 - 


31 - 


32 - 


33 - 


34 - 


35 - 


36 - 


37 - 


38 - 


39 - 


Z 5 7 
lim 33848" -q im $5 =. 
s—> +00 25 1 s—+ 25 2 


2: 
lim А 12-22 
хавтан 
8-2 
Га в > > = 9 
УМ ај“ ve [s ду Мота 
ae > 
y y 
3 m 1 
: =) 

lim ———— = lim =—. 
у-э-с 2 у >-00 2 
15--4у 2 өй 

y 
. X 3 
lim = = +оо 
хэ3 x —3 0* 
. X 3 
lim ш----оо 
хәз x-3 0 
А x 2 
lim 3 = — = +оо 
x> x —4 0 
Е c ыш 
oO Х —4 0 
li цайг че 
y>6* у —36 0 
in a 
›э6 у —36 0 
| 3-x —1 
lim = — = – 
1534 x' -2х-8 0 
. 3-x —1 
lim — = +оо 


хэ х2 -2x-8 0 


| 1 1 
lim =— = +оо, 
хәз 1х-31 07 
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174 


40:3. n e РВИ 
ess lx=3] 07 
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3.16 - EXERCÍCIOS - pg. 103 


1. Determinar as assíntotas horizontais e verticais do gráfico das seguintes funções: 


4 
(а) f(x)= 
x-4 
lim = 0. Portanto y 20 é uma assíntota horizontal. 
xot y — 
lim = соо, Portanto x=4 é uma assíntota vertical. 
A X pes 
3 
(9) f()z —- 
+2 
lim = 0. Portanto y = 0 é uma assíntota horizontal. 
Х —> too x+ 
lim = oo, Portanto х= —2 é uma assíntota vertical. 
x-2 x+ 
4 
(с) flx)= 
x!-3x42 
4 ; A 3 
Ші-------0 = у=0 é uma assíntota horizontal. 
jose ue E 
lim = — = lim = соо, assim, x=2 é uma assíntota vertical. 
хэ? X —3x+2 х2 (х- 2)(х-1) 
: 4 4 ы ; : | 
lim = =] = соо, assim, x =1 é uma assíntota vertical. 


= lim 
ка ЗО Н-П 


х+4) 
lim = Eee ть =0 = у=0 é uma assíntota horizontal. 
хэ» (х—3)(х+4) 
lim = "xdi. RAM —oo,assim, x=3 é uma assíntota vertical. 
"8 (1-3) (+4) 
—1 


=—— = оо, assim, x = —4 é uma assíntota vertical. 
юз (х—3)(х+4) 
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lim =0 = у-0 é assíntota horizontal. 
TSS J X+ 
Е 1 UP | 
lim —_ = оо = Х--4 é assíntota vertical. 
ARA а) x+4 
-2 
ЖАСЫ 
x—3 
Р 2 Жа | 
lim =0 = у=0 é assíntota horizontal. 
ӘРЕ 
lim — =o > x=3 é assíntota vertical. 
з ај x-3 
2х° 
g) == 
4x? —16 
Я 2x Ч : 2 : 
lim ———— шоо >> Não existe assíntota horizontal. 


хэ» Ax? -16 


lim f(x) = 


x—+4 


lim Р(х) = ә 


x-4 
Assim, x=4 e х--4 são assíntotas verticais. 


Ж 
h) f(x)= 
ATP 
+ 
. x : х | 
lim ———=———= lim - 1 T 
— x + 12 x>+oo A IX e 1 12 
x xi x? X х? 
Ж 
e lim = lim x =-! 
ад Suec ЦЕ O 
x? x Ж 


Assim, у=1 e у=-1 são assíntotas horizontais. 


x x 
lim = lim = o е 
3 ex-12 5954 (х-3Хх44) 

x 


lim = lim = oo 
+ ex 12 PA (31144) 
Portanto, x=3 e x=-4 são assíntotas verticais. 
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1 
lim e^ =1 > =1 é uma assíntota horizontal. 
y 


1 
lim e^ =o > x=0 é uma assíntota vertical. 


lim (e -1)- же lim (e = 1) =-1 > у=-1 é assíntota horizontal 


Х—-оо ES 


A assíntota vertical. 


k) y=Inx 


lim ln x = о 


хоо 


lim (In x) = —e, assim x = 0 é uma assíntota vertical. 


x>0* 


1) fœ) = gx 


А 1 7 2 
lim fgx = оо сош n = 0,+1,+2,..., assim x= > +2n, para x = 0,+1,+2,+3,...sáo 


хә®+эп 
2 


assíntotas verticais. 


24 Constatar, desenvolvendo exemplos graficamente, que as funções racionais do 
tipo f(x) = - com p(x) e g(x) polinômios tais que a diferença entre o grau do 
q(x 


numerador e o grau de denominador é igual 1 possuem assíntotas inclinadas. 


Seguem alguns gráficos que mostram a afirmação: 
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(3) “O Analisar graficamente a existência de assíntotas para as seguintes funções 


2 
x 


(а) f(x) = 


e" 


Temos que y=0 é uma assíntota horizontal. 


cos? x 


(b) Хд---- 
x 
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Observa-se que у-0 é uma assíntota horizontal e x=0 é uma assíntota vertical. 


tgx- x 


DIOS 
x 


ias А Е 2224 Л Л 
Ма regiao considerada temos duas assíntotas verticais em x= 72 eem x= 2 5 


Mas se ampliarmos o gráfico vamos observar outras assíntotas verticais. 


(d) f(x) = 28 
Х 
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E possível observar que у-0 é uma assíntota horizontal. 


(4) Ms Fazer o gráfico das funções seguintes e determinar os respectivos limites. Para 
melhor visualização, traçar, também, o gráfico das retas indicadas. A seguir, determinar 
analiticamente os limites dados e comparar os resultados. 


G)fG)=2 е ysl; limf() 
Ту 
in =, 
x>0 x 
sen3x | 
(b) f(x) = e y=1; lim f (x) 
3x x—0 
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| sen3x 21. 
x20 Зх 
sen3x : 
(с) f(x) = у=3; lim f (x) 
Ту 
lim sen3x _ lim 3sen3x _ 3lim sen3x _ 3x1=3 
x>0 x x—0 3x x>0 3x 
sen4x . 
d) fG)= e y=4; lim f(x) 


x 


y =1/3; lim f (x) 


y 


. senl/3x ,. 1/3senl/3x 1. senl/3x 1 1 
lim = lim =-—lim --хі--. 
x0 x ход 1/3x 2х-0 1/3х 3 3 


3 
sen E E 


a) f(x) = =1/8 ; lim f(x) 
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3 3 3 3 
lim sen шиг = tip 2222) ur - 2 = 


x—0 X x0 X x0 х/2 2 


Nos exercícios 5 а 27, calcule os limites aplicando os limites fundamentais. 


5. bm 92 -tim -9.1=9. 


x>0 x x50 9x 


. пп = 111 = ° . 
x>0 3x 3 x>0 4x 3 3 


. senlOx ,. 10-senl0x Tx 1 
7. lim = lim . .— 
x>0 senTx 5 10x "sen'] x 7 7 


. зепах 
8. lim———,bz0 
x20 senbx 


Se a=0, temos lim -0. 


x20 senbx 

Se a + 0, temos 
. senax `. 
lim = lim 


asenax bx P 1 а 
хоб senbx хэ0 a:x bsenbx b 


. fgax 1. senax a a 
9. lim É = lim . =1.—=a, a 0. 
x30 x хеб qx соѕах 
. fgax 
Рага a = 0, lim É =0 
x>0 x 
¿x+l 
lg" — — 
10. lim — 4 


х--і (x + D 


Fazemos u=x+1. x— -1 => и > 0. Substituindo no limite, vem 
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¿x+l зи 3 
tg” — tg 13 | 1 1 
lim —— = lim— = lim— 523 = —.1.1 = А 
х--і (x +1) u>0 и и-04 B будл 64 64 
4 
mim же „ке; 
x0 X x0 X: X 
4 
2X 
. ]l-cosx . UE 22% 
12. lim ;—— = lim 5 2sen? — = 1 — cos x 
x—0 X x0 X 2 
2 
sen— 2 
=2 lim —— -2 (11) „зыш! 
x>0 ya 2 2 
2 
13. lim(x—3).cosec 7 x = lim(x—3)- ES a с 3 
хәз x33 senzx >зеплх хз лѕепл(3-– х) л 
|senz x = зеп(Зл – лх) = sena (3 - x) 
6x _ 25еп2х 
iå iim 6x — sen2x Sind 2x _ 6-21 2 
x>0 2х + Зѕеп4х хэд 2х | (Зѕеп4х)4 2--3.1.4 7 
x 4x 
2 2 2 
1– 2зеп х-|1-2зеп — —2sen? x + 2sen? — 
. cos2x-cox3x 1 : 
15. lim 5 = lim = lim 5 = 
x>0 x x—0 x—0 x 
2 
E 2sen? арын TER з ү 
- li : : = tim J +2| lim еер 
x0 X X x0 x x0 X 2 
2 


1-2 1—2sen2 Ž + (1—2sen?x) 
. 1-2cosx+cos2x .. 2 
16. lim 2 = lim 


x>0 x x—0 x 


2 
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1-2+4sen > +1-2sen'x dn TN 2 LV 
= lim 2 =4 lim —2 СЕ -4 (24) -2.(D? 2-1. 


2 


x0 X x0 2.5 х-0 x 
2 
3 n 
3 
| 14:25 
| м, 3 2n 
о. 
ros 2n +1 пэ 2n +1 2n+1) nos 2n 1 п TE 
2n 2n 2n 
2 
е 
1+— 
же 3 
2 
= lim Tm -< -е 
1+— 
2п 


tgx 
18. 2 + x =e. Usa-se a substituição и = tgx. 
ga tgx 

2 


1 
19. lim (1+ cos x Jos: = e. Usa-se a substituição и = sec x. 
т 


20. іш 1:0) = lim Jes: =e", 
хоо X хоо 
10 
х-2 _ 
21. A =1n10. 
х-э2 x—2 
x+3 
EE BER 
22; lu UNDA 
а х+3 5 5 
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5" 1 
я — 2 == х-2 23 
23. lim? siim еви — 50h 
x22 x— x32 X— 2 x32 X— 
25 25 
= = 
4 _ 4 _ = 
dünn imo ы nas 
хэ! зеп5(х—1) xo! 4-5 -1 SsenSíx-1) 4 5 20 
4 
е“ 1 
-ах _ ¿bx HE 77 —ax+bx _ (b-a)x _ 
25.lim  —— = limb lige (£7 Jim ева, 
хәб х хэд xX x0 х x20 x(b— a) 
ga b-a 
ах _ ¿Tax 2ax = 2ах 23 
26. tim ах те е log ы 11 im 1 ч. _ 
> x 300" pg" x e +1] x x9 2ах £C 
_ 2аше — 
2 
ах _ ¿bx (a-b)x _ bx (a-b)x _ bx 
27. lim 6” =ë _ lim (e De = lim (e - De == 
хэд ѕепах — senbx 250 (senax—senbx) 9, сеп (а-Б)х - (a * b)x 
2 2 
«47? 2 
(a—b)x : 
tim A. нэ KE Play ei 
d E ` sen in cos(a + b) Ž a-b 
(a — b) 2 2 


28. vt) Calcular lim f(x) das funçóes dadas. Em seguida conferir graficamente os 


resultados encontrados. 
1 x+5 
(а) f(x) = ! +) 
x 


x+5 1 х 1 5 
шш 14 = (1+1) «ше =ех1=е. 
х-Э+оо x x— +0 x XS+oo x 
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X 
x 9 (х/2)х2 (x/2) 2 
lim үес = lim ia = lim sta =| lim TES =e. 
x>+0 X Х— +o х/2 х-ке х/2 x> + х/2 
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3.18 - EXERCÍCIOS - pg. 112 


1. Investigue a continuidade nos pontos indicados 


sen x x 

(a) f(x)24 x | ет х=0. 
0 ,х-0 

. senx 

lim 

x>0 


=1% f(0)=0. Portanto f(x) não é contínua em х-0. 


(b) /(х)= х-|х| em x=0. 


lim f(x)= lim(x- x)= lim 0=0. 
x>0* x>0* 


x—0* 


lim f(x)= lim(x+ x)= lim 2x=0. 


x90. x0. x90. 


lim f(x)=0= f(0) . Portanto f(x) é contínua em x=0. 


ES х #2 
(c) /(х)=+х?—4 ' ет х=2. 

3: x=2 

3 2 
lim — = = шп («-2) Ë . 4) = = =3= f(2). Portanto, a função é contínua em 
e» Х2—4 хэ? — (x-2)x-2) 4 
x-2. 
(d) f(x)» L em x=2 
sen ШЕ 

lim = : f (2). Portanto, a função é contínua em х = 2 


Conforme exercício 16 da lista 3.6 item (c), temos 
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lim x?sen y =0. Como f(0)=0, a função é contínua em x=0. 


x>0 


= ,x<1 
(f) f(x)» 1- [x ,x»] em x=1. 
1, x-1 


lim f(x)= lim (1-x?)=0 
lim f (x)= lim (— |) =0 | 29 


Portanto а função não é contínua em x=1. 


Е хж2 
Goes x-2 ' em x=2. 
0 => 
2. 
lim ан ДЕ 2) 2) 4% f(2)=0. Portanto, a função não é contínua em x=2. 
x = x X — 


x? ,x2-1 
(h) f(x)» em x=-1. 

asse 
lim f(x)= lim x =] 
lim f(x)= lim (-1)- lim (1+х)=0 ~. Alim f (x) e a função não é contínua em x=-1. 
xo xo xo-1 x>- 

2 — 
gs 2 айй нде 

x +1 


(x? –3х+7) 4-67. 


lim 5 1- f(2) . Portanto a função é contínua em x=2. 
хә? x +1 4+1 
0) ҒОд- —Ñ em x=-—3 

Зх? -x!-x-3 | 


A função dada não está definida para x=-—3, assim não é contínua neste ponto. 
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2. Determine, se existirem, os valores de xe D(f), nos quais a função f(x) não é 
contínua. 
x 
NET x #1 
(a) fO)=4xº—1 
0, х=-1 


Temos que em х= –1 a função não é contínua porque não existe lim f(x). 


x>-1 


09 2041 1--с08 x 


3+ sen х 


3+ sen х +0 para todo xe (- oo, + oo). Portanto, a função nào tem pontos em que não é 
contínua. 


Р | | ас APC ,x»0 
x x 
(e) = х+х 2x 
* = —= = же) 
x x 


A função não tem pontos em que não é contínua em seu 
domínio: (~ 00,0) U (0, +00). 


4x! +5x+6,x<-3ex>-2 


-1 ‚—3<х<—2 


(d) f(x) 4 
Esta função não é contínua nos pontos -3 e -2. 


I-cosx ,х<0 


x’ +1 ,х>0 


(e) пе 


lim (à +1)=1 
lim (I-cos x)= 0 


Portanto, não existe lim f(x) e a função não é contínua em x=0. 
x>0 
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(f) fG) = 


e = e^ 


Esta função é contínua em todo о seu domínio: R — {0}. 


x? 3x44 
(g) Л(х)= х-1 7 


Temos que: 


2 
. X —3x+4 22 5 
е IER = оо, Portanto, f não é contínua em х=/. 
xl X— 


(8) f) 2 —— 


X+Z 


A função é contínua em todos os pontos de seu domínio: 9t {- zJ 


3. Construa o gráfico e analise a continuidade das seguintes funções: 


0,х<0 
х,х»0 


(a) r=] 
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Analisando o gráfico visualiza-se uma função contínua em todo o seu domínio, ou 
seja, em todo o conjunto dos números reais. 


x —4 
(b) fO)=4 х+2” 
1 ‚х=-2 


хж-2 


A visualização gráfica mostra que a função não é contínua em х--2. 


X 


O f= xl 
-1, x=0 
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A visualização gráfica mostra que a função não é contínua em х-0. 


In(x+D, х>0 
-Х , х<0 


(d) о 


A visualização mostra que a função é contínua em todos os pontos do seu domínio, 
ou seja, em todo o conjunto dos números reais. 
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x -3x!-x-3 
х? +4x+3 


(e) f G2 = 


f(x) 


Т 


A visualização gráfica mostra que a função não é contínua em x=-3 eem х--і. 
Observa-se que esses pontos não pertencem ao domínio dessa função. Assim, temos a 
continuidade em todos os pontos do domínio. 


4. Calcule p de modo que as funções abaixo sejam contínuas. 


Ж x + рх+2 ,Х%3 
ШЫ Me 


Devemos ter: 
lim (x? + px+2)=11+lim px=f(3)=3. 


Assim, 
lim px=3-11 


lim рх--8 

3p=-8 
Жа 

p 3 


x+2p ,x<-— 


(b) пад" 


Temos que: 


‚х>-1 
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lim p? =p? 
х-»-Г 


lim (x+2p)=-1+2p 


Para que o limite exista devemos ter a relagáo: 


р =-1+2p 
р –2р+1=0 
„22444-4 2:0 , 
2 2 
Е e", xz0 
(с) пое то 


Temos que lime” =]. Assim devemos ter p'-7=l ou p=2. 


5. Determine, se existirem, os pontos onde as seguintes funções não são contínuas. 


(a) E) 


Neste caso temos os pontos que não pertencem ao domínio da função: x=3 e 


Neste caso a função não é contínua em xe (3,6), pois esses pontos não pertencem 
ao domínio da função. 


(с) f(x)» ——À 


 ]+2 sen х 


Esta função não é contínua nos pontos em que sen x= 5° ou seja, em 


x. =-2 +217, ке Z 
6 


X; - 17 ks ke Z 
6 
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x +3x-1 
d TA 
(0) fl) x? -6x 410 


E contínua em todo o seu domínio, ou seja, em todo o conjunto dos nümeros reais. 


6. Prove que se f(x) e g(x) sáo contínuas em X, =3 , também o são f +g e f.g. 


Se f(x) é contínua em x —3 então 3 f(3) , 3lim f(x) e lim f(x)- f(3) (1) 


x93 


Se g(x) écontínuaem x=3 então 3g(3) , lim glx) е lim g(x)=g(3) (2) 


x—3 


Temos que 


lim (f +g)=lim f(x)+lim g(x)= /(3)+ g(8)=(f + g)(8) 
lim f . = ит f(x).lim (х) = £68). 868)=(f . 8) (8). 


x>3 


7. Defina funções / g e h que satisfaçam: 
(a) fnão é contínua em 2 pontos de seu domínio; 
(b) g é contínua em todos os pontos de seu domínio mas não é contínua em IR; 


(с) h,f é contínua em todos os pontos do domínio de f. 


Podemos ter infinitas respostas para o presente exercício. Segue um exemplo para 
cada uma das funções: 


ШШЕ Е, xzlexz2 
(х-1Хх-2) 

f(x)242 , x=1 
1 Ен) 

О 5 
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Para as funções exemplificadas temos que ho f=h[f(x)]= f(x). Essas funções 
satisfazem as condições dadas nos três itens e podem ser visualizadas a seguir. 
(a) Gráfico da função f(x) definida em (—-c0,+00) е contínua em (—оо,+оо) -{ 1,2). 


(b) Gráfico da função g(x) contínua em todos os pontos de seu domínio, mas não é 
contínua em (—оо,+оо). O ponto x = —2 não pertence ao domínio da função exemplificada. 


(c) Gráfico da função h(x)=x, cuja composição com a função f(x) resulta a própria 
função f(x). 


8.Dê exemplo de duas funções fe g que não são contínuas no ponto а-0 e tais que 


h= f - g é contínua neste ponto. Faça o gráfico das funções f, g e h. 
Existem infinitos exemplos. Segue um deles: 


2х+1, х>0 


х-1,х«0 


re=] 


Ax? -1,x 20 
h(x)-4 , 
= х -2x-Lx«0 


Esboço dos gráficos. 
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gx) 


h(x)=f(x).g(x) 
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9. Sejam f, g e h funções tais que, para todos x, f(x) < g(x) < h(x). бе fe h são contínuas 


no ponto x=a e f(a)= g(a)=h(a), prove que g é contínua no ponto а. 
Se fe h são contínuas no ponto x=a, temos que: 
lim /(х) = f(a) 
limA(x) = h(a) 
Como / (а) = h(a) temos que lim f(x) = limA(x). 
Usando o Teorema do Confronto, considerando que f(x) < g(x) < h(x), existe 
lim g(x) = f(a) = h(a) = g(a). Isto garante a continuidade da função g(x) em x=a. 


10. Sejam ae IR e f: IR > IR uma função definida no ponto a. Se lim 
xa X — a 
prove que f é contínua no ponto a. 


Ро) уба), 


y 
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Para que a função f seja contínua no ponto a devemos ter que lim f(x)2 f(a), ou 
que lim(f()- f (a)) - 0. 
Temos, 


lin foe айн OS (га cua 99 Е 
xa xa Х-а -а 


х-а X xa 


UNIDADE 3 


3.6 - EXERCÍCIO - pg. 72 


Observacáo: Seguem inicialmente somente as respostas dos exercícios 1 ao 5 


1-3) lim f()=-1 
b) lim 0) =3 


с) lim f(x) 3 


2-а) lim, f(x)20 


b) lim f6)=0 


3-a) lim /(х)-0 
b) lim f(x) 20 


c) lim f(x) =0 


4-а) lim /(о-0 
b) lim f(x) = 0 
с) lim f(x) = + 

5 – (а) lim ГС) = 


med 
(b) lim ДО) = 


d) lim /0)--1 
e) lim /(х)=3 
0) lim /(х)=3 
c) lim /(х)=0 


d) lim f (x) = +0 


d) lim f(x) = +оо 
e) lim f(x) = = 


f) lim fo) = 4 


4) lim f(x) = — 


e) lim /(х) =1 


(с) lim f(x) 


ша Гот 
(d) lim f(x) = 2 
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(e) lim f(x) == 
6 — Descrever analiticamente e graficamente uma função y = f(x) tal que lim f (x) não 


existe e lim f (x) existe. 
x 


Podemos ter infinitos exemplos que atendem às características solicitadas. Segue 
um exemplo. 


Descrição analítica: 


2; x«3 
X = 
То) 542. х>3 


Descrição gráfica: 


7 — Definir uma função y = g(x) tal que lim g(x)=4,mas g(x) não é definidaem x=2. 


Podemos ter infinitos exemplos que atendem às características solicitadas. Segue 
um exemplo. 


Descrição analítica: 


(x) x+2, х<2 
X = 
Я —x+6,x>2 


Descrição gráfica: 
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8 — Definir e fazer o gráfico de uma função y= h(x) tal que lim А(х) 21 e lim h(x)=2. 
x>0* ход“ 


Podemos ter infinitos exemplos que atendem às características solicitadas. Segue 
um exemplo. 
Descrição analítica: 
2, х<0 
р(х) = 
—x+l,x>0 
Descrição gráfica. 


9 - Mostrar que existe o limite de /(х)-4х-5 em x=3 e que é igual a 7. 


Queremos mostrar que lim (4x-5)=7 


Dado = > 0, devemos mostrar que existe um ó » 0 tal que 
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14х-5-71« = sempre que 0<іх-31<6. 


Temos, 
14x-5-7|=14x-12 H 4(x-3)l=41x-31. 
Assim, devemos ter 41x —3l« = sempre que 0<іх-31<6. 


€ 
Portanto, basta fazer Ó = 2 


Observamos que qualquer ó < Л poderia ser tomado. 
10 - Mostrar que lima? =9. 


Dado = > 0 devemos mostrar que existe um ó > 0 tal que | x? — 9 |< £ sempre que 
0<іх-31<6. 

Temos: 

Ix? -9H(x-3(x+3)Hx-3x+3] 

Supondo 0 < ó <1, da desigualdade 0 < x 31< ô, vem 

lx = 3 «I 

-1<х-3<1 

2<х<4 

5<x+3<7 


Portanto, | x + 3 |< 7 e, então, 
Lx? -9 l= [x -3|x - 3| < 6.7, sempre que 0 4 x -31« 6. 


Assim, basta tomar 8 = mim 2) . 


Nos exercício 11 a 15 é dado lim f (x) = L. Determinar um número ó para o € dado tal 


que | f(x) - Ll<e sempre que 0<lx—al< 5. 


11- lim (2x+4)=8 , &= 0,01 
12x+4-8l<e€ sempre que 0<|r-2k ó 
27 + 4-8 = |2х-4|= |2(х-2)| = 2x - 2] 
Entáo 
2x2] <= sempre que 0<|х-2І<6 


e _ 0,01 


Basta fazer д = T = 0,005 
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12 - lim (-3x £7) =10 , € = 0,5 


|-3х+7-10 < € sempre que 0«|x- (-D|« д 


Temos 

I-3x-3| 2-360 * 0| = - Зе +1] =3|x +1] 
Entáo 

3|х +1 < € sempre que 0<|х--1< д 


Basta fazer д = E E p = 0,166... 


2 
{быы = бей. о 
хэ2 x+2 


Dado = = 0,1 existe um ó > 0 tal que 


x’ —4 


< € sempre que 0<|х-2|<6 
x+2 


+4 


(х — 2)(x + 2) EA 
x+2 

| + 2] <е, x+-2 

Basta fazer ó = £ = 0,1 


<Е 


14 - lim шаш , €=0,25 
=. 3 


Dado = = 0,25, existe ó > 0 tal que 


+2 <e sempre que 0 <|x—5|< ó 
2-x 3 
Temos, 
3+(2-х)| |3+2—х 5-х x—5 
= = = ‚ se 2 
3(2—х) 32-x) |3(2—х)| |3(х—2) 


Supondo 0 < ó <1, da desigualdade 0 < lx - 5 < 6, segue que 
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eS 1 
—]«x-5«1 
4«x«6 
2<х-2<4 
2«|x-2|«4 
1 1 1 
2 |-2 4 
Portanto, 
E 1 
+ 
2-х 3 


E 
3x-2) 3|х-2 3 2 6 


Então ó = min (6х 0,251) =1 


У | 
15 - lim 


x x -1 


-2 6-0,5 


Dado = = 0,75 existe um д > 0 tal que 


1_) 


7 < € sempre que 0<іх-1<6 
X— 


(x-Dix*D , 


|i- lees para xzl. 
x-1 


Basta fazer ó = £ = 0.75 


16 — MU Fazer o gráfico das funções у= f(x) dadas, explorando diversas escalas para 

visualizar melhor o gráfico numa vizinhanga da origem. Observando o gráfico, qual a sua 

conjectura sobre o lim f(x)? Comprove analiticamente se a sua conjectura é verdadeira. 
x0 


ORIG E 
X 
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ШИ 


Analisando graficamente, afirmamos que lim f(x) não existe. 
x>0 


(b) f(x) = T: 
x 
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Analisando graficamente, afirmamos que lim f(x) é igual a zero. Analiticamente 
x 


temos: 


: 1 
lim x-sen— = 0 
x>0 x 


1 
De fato, a função seno tem os valores entre -1 e 1. Então —1< зеп—<1, Ух=0. 


x 
Multiplicando a desigualdade por x > 0, vem: 


1 
—x<xsen—<x,V x>0 
x 


Como lim x=0 


x>0 
lim -x=0 
хо0“ 
" : 1 
Pela regra do sanduíche segue que lim xsen— = 0. 
x>0* X 


153 


; 1 
Analogamente, obtém-se que lim xsen—=0. 
x>0 x 


(c) f(x)= x ne 
x 


Analisando graficamente, afirmamos que lim f(x) é igual a zero. Analiticamente 
x 
temos: 
: 1 
lim x^ sen—=0 
x 


x>0 


1 
A função seno tem os valores entre -1 е 1. Então -1<5еп-<1, Wxx0 
x 


Multiplicando a desigualdade por x^ > 0, vem: 
era V xz 0 
x 


š . 2 2 2 
Como lim x? =0 e lim- x? =0, usando а Regra do Sanduíche, concluímos que 
x0 


x0 
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. " 1 
lim х ·зеп— = 0 
x0 X 


(d) f(x) = x° сэ 
Х 


Analisando graficamente, afirmamos que lim f(x) é igual a zero. Analiticamente, 
x>0 


| 1 2 : 
prova-se que lim x'-sen— = 0 , da mesma forma utilizada no item (b). 
x X 


17 - Mostrar que: 
(1) Se fé uma função polinomial, então lim f(x) = f (a) para todo real a. 
Se f é uma função polinomial, pode ser escrita como 


Р(х) =а+ах+а,х +ах +....+а„х" com а,,а,,..,а,е В 


n 
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Assim, 
lim f (x) = (а, +4,x+a,x? +....+4,x”) 
xa xa 


= lima, +lima,x+lima,x? +...+lima, x" 
xa 


xa xa xa 


=a +a limx * a, lim x? +....+a, Нах" 
xa xa xa 


= 2 n 
=a +a: ara, а +....+а,а 


= f(a) 


(1) Se g é uma função racional е ae D(g), então lim g(x) = g(a) 


Se g é uma função racional ela é da forma 


Р(х) 
Q(x) 


Assim, 


, onde Р(х) e Q(x) são polinômios reais e D(g) = bx є R e Q(x) = 0) 


g(x)= 


lim P 
їн Ши Р(х) E ши (x) _ Р(а) 


00) limQG) Q(a) 
= g(a) jáque ae D(g), e, portanto, О(а) +0. 


Calcular os limites nos exercícios 18 a 37 usando as propriedades de Limites. 


18 - lim (38-7x—-53^) =3-7.0-5.0* =3 


19 - limx^ – 7x42) 23:3! -7-3+2 
227-2142 
-8 


20 - lim(-x? +6x* +2) = --0? + 6(—1)* +2 


x>-1 


-1-6-2 
-9 
| 1 
21 - lim(2x+7)=2.,+7=8 
>, 
22: lim (++ 4) (x42)? | =(-1+4) (C142)? 
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-27.1-27 


23 - іш(х-2)”(х--4)|-(0-2)%-(0--4) 
=(2)".4 
=4.2" = 2° = 4096. 


24. lim 2+4 - 2-4 _6 
хэ2 35-1 3.2-1 5 


25. lim t+3 2+3 _5 
12:42 242 4 


2 
26 - lim 1l -lim DD 
xl x—1 x>1 (x—1) 


=lim(x+1)=2 


t +5t+6 2:+5-2+6 4+10+6 20 


12 1-2 2+2 4 4 
2 
28 - lim TÓ – пр 62909 time 3) --1 
152 ј=2 152 1-2 -э2 
1 1-8 
---4 ЕЕ 
ЗОЛ e e2 O t 
rs. co dou qe 
2 


30 - limV2x +3 =3/2.4+3 =Y11 


2 
)3 


о | 


2 
= 233 = 23: 
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lim(3x + 2) =(3:7+2) 


22-х 242)-У2 (4-422 442-2 2(242-1) 242-1 


Зэс үс. Doc sn oc 
hrs Зх a BANINI 3.2 3.2 3 


ME s P БАРАК 


122 3х-4 3-2-4 2 


34 


lim[2senx -cos x+ cot gx]=2 sen —cosT +cotg 2 =2:1-0+0=2 


хэ 
2 


35 - lim(e* +4x) =e* +4-4=e* +16 
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1 1 1 1 
1 1 1 1 
а ау ваа 
ма: 3 3 3 3 3 


37 - lim senhx Б senh2 | 
x>2 4 4 


3.8 - EXERCÍCIO - pg. 79 


х-1 ,х<3 


1- Seja - 
ja f(x) 2. 


Calcule: 


(a) lim f(x) = lim(x-1) 23-122 
x3 x3 
(b) lim f(x) = lim (3x - 7) =3.3—7=2 


(с) lim f(x) -2 
(d) lim f() 23:5-7-8 
(e) lim Р(х) = 8 


(f) lim f(x) =8 
Esboçar o gráfico de f(x). 


x!-2x41,x23 


2 – Seja h(x) = 
Í Ë -%=>3 
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Calcule lim h(x). Esboce o gráfico de h(x). 


lim A(x) = 4 
p» > lim h(x) = 4 
lim A(x) = 4 хәз 
х>3* 


Segue o gráfico 


3 – Seja F(x) = x — 41. Calcule os limites indicados se existirem: 


(a) lim F(x)= lim(x-4)=0 
x>4* x>4* 

(b) lim F(x)= lim(=x+4)=0 
x4 x4 

(c) lim F(x) =0 


Esboce o gráfico de F(x). 
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4—Seja /(х)-2415х-11. Calcule se existir: 


(a) lim f(x) = Ши (5х-0-2-4--1-2 
17 1“ 


х>- х-»- 
5 5 


(b) lim f(x) = іш|2-бх-1|-2-6-2-)-2-0-2 
x^ > 


(c) lim f(x) =2 


х-»- 


Esboce o gráfico de f(x). 


Їх-3| 
5- Seja g(x)=3 x-3 
0 ,х-3 


5x3 


(a) Esboce o gráfico de g(x) 
(b) Achar lim g(x), lim g(x) e lim g(x) 
x>3 x33. x 


(a) Segue o gráfico da função dada 
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ын x3 


idm eod sk арыла 2-1 
x3* x33* x —3 x23. x33 xX 


х/ЇхЇ зехз0 
0 sex=0 
Mostrar que A(x) não tem limite no ponto 0. 


6 — Seja h(x) = | 


Temos que: 


lim h(x) = lim = =1 
хэл цаг > Alim (x), pois lim h(x) # lim A(x). 
x x—0* х-э0” 


lim A(x) = lim —— 2-1 


x0 x30 — X 


| ТИМЕГЕН 2 1 
7 — Determinar os limites à direita e à esquerda da função f(x) = arcxtg — quando х->0. 
x 


Temos que: 
: 1 7 
lim =arctg—=— 
150? x 2 


: 1 л 
lim =arctg — =-— 
1307 x 2 


O gráfico que segue ilustra esse exercício. 
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Et "m : 
8 — Verifique se lim —— existe. 
x3 х=] 


O gráfico que segue auxilia na visualização: 


Temos que: 
: 1 
lim —— = +оо 
хэ! x—1 
1 
lim — = —oo 
x> х=] 


FO ON 
Segue que não existe о lim—— 


sol x —1' 
E „х<0 
x 
9 – Dada f(x) = x „бдење. 
2 ет 
2-х ,х>1 


Esboce o gráfico e calcule os limites indicados, se existirem: 
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Segue o gráfico 


(a) lim f(x) = lim а = –1 
x-1 x-1 X 
lim f(x) = lim(2 — x) =1 
b) lim (х) = 4 эн -1 
Шы lim f(x) = lim x’? =1 
xl xl 
(c) lim f) = 0 (f lim Лод 20 
(d) lim f(x) = —oo (g) lim f0)=0 
(e) lim f(x) A (h) lim f(x) =0 
| Xx — 25 
10 – Seja f(x) = z` 
Calcule os limites indicados, se existirem: 
ain p Oy 
x>0 x—5 x0 (х-5) 
(5) (d) lim f (x) =10 


lim f(x) = lim EEES =10 
155 x5 (x — 5) (e) lim f(x) =0 


(c) lim f(x) = 0 


4.12 - EXERCÍCIOS - pg. 138 


231 


en Nos exercícios de 1 à 22 encontrar a derivada das funções dadas. A seguir, comparar 


os resultados encontrados com os resultados obtidos a partir do uso de um software 


algébrico. 
1- Р) = т? 
fr) =2т 
2- f(x) = Зх? +6х-10 


Р(х) = 6х+6 
f(w) saw! +b 


f'(w) = 2aw 


T -М-5х? 


KOREAS 
Тој = (2х+1) Ga? +6) 


Р(х) = (2x + ]) .6x + (3x? + 6).2 
= 12 х? + 6х + 6x°+12 
=18х + 6х +12 


Јо)=(7х—1)(Х+4) 


f) = Ox-D.1 (x 4).7 
-7х-1-7х--28 
=14x+27 


Јоде Bx —1) (2- х*) 


Р(х) = x! -D (4x?) + (2- x*) 155° 
-—]2x5 + 4x +30x! - 15x? 


= —27 x? + 30х + 4x* 


Р(х) = МЫ —3)! (5x -3) 


_ 4 (5x43) 
DS 5—3) 
„о 14 6x-3).5- 6x43).5 
¿L (5x 3) 
_ 4 25x-15- 25x -15 
6 (5x —3y 
4 -30 -20 


"6 63-3y 63 
Р(х) = (х—1) (x+1) 


f(x) = (x -D.39 (х+1).1 
=x-l+x+1 
=2x 


f (5) = (s? - 1) (35 —1) (5s? +25) 


F) = (52 —1) |(35 —1) (1552 + 2) + (55° + 25)3]+ (35 —1) (55° + 25)25 
= (s? —1) (3s — 1) (05s? +2)+3(5? —1) (5s? + 25) + 2s(3s — 1) (55° +25) 


f(x) = (ax? +bx+c) 
f(x) = 7(2ax+ b) 
Т(и) = (du? — a) (a — 2u) 


fu) = (ди: — a) (– 2) + (a 2и)8и 
= —8u? + За + 8au —16u? 


= 24и? + 8au + За 
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| 2x+4 
олы 
por (3х—1).2—(2х+4).3 
ШЕ? a e 
_6x-2-6x-12 
(3х-1) 
Е —14 
(3х-1): 
ES 
al 
uc (GEI DA 
а (t 4-1? 
_1+1-—1+1___2 
t+)? (Ре 
2 — 
fu? +5t-1 
t-l 
‚у ((— D (6t+5)- (37° +5t—1).1 
[Wer MENT UU 
_ 37 -6t-4 
(ЗІ? 
22-р 
ROS a 
44, 0-2) 20) -(2-0)4 
РФ- 1-2 
пе 2 pie 
(1-2) 
= = АО 
G= 2 
-t +4-2 


t —4t+4 
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(5-х)(-)-(4-х)(-2х 
=) 
—54 x! +8х— 2x 
ОЕ) 
-x!-8x-5 
(Оша 


Ро) = 


5х+7 
– 2 


FO 


| (2х-2)5-(5х-7)2 
FO) A = 
_ .10x-10—10x —14 
v^ (2x—2)2 
FPES 

MA 


f (x) = ЕС Jer +6x) 
+2 


(x -2).1— (x * D.1 
(х +2)? 


Ta > (6х+6)+ (327 К ros 
(x+2) 


“л IG + 6) + (3x1? +6x) 


2 (x +1) (6x + 6) А Зх? + 6х 
х+2 (x+ 2)? 
_ (x+2)(x +])(6x+ 6) + 3x^ +6х 
Е (x+ 2)° 
_ 6х' +24x° +30x+12+3x* + 6х 
i (x4 2)? 
_ 6% + 27x? € 36x 412 
E (х +2)? 


23- 


f —2at + a° 


FU) = =} 
|. ((—b) Qt -2a) - (t -2at + a?) 
E (t — by 
_ 21" -2at - 2bt + 2ab — t° +2at-a* 


(t - b) 
_ 2 —2bt — a? +2ab 
(t — by 
3 5 
[oue — y 
X X 
Р 34 -5.5х 
и“ 
—12 25 
Хх 
1 2 
Е +=, 
ў 133425260 
peur dp 5 
39.14 


Seja р(х) = (x— a) (x — b), sendo a e b constantes. Mostrar que, sea = В, 
р(а) = p(b) 0 mas p'(a) £0 e p'(b) z 0. 


р(а) = (а-а) (a -b) -0 
p(b) = (b-a) (b-b)-0 


р(х) = (х—-а).1+(х—Ь).1 
=x-a+x-b 
=2x-a-b 


p(a)2-2a-a-b-a-bz0 р/ажь 


p(b-2b-a-b-b-az0 plazb. 
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então 
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24- Dadas as funções f(x) = x° + Ax e 2(х) = Bx, determinar A е В де tal forma que 
| Р(х) + g'(x) 214 2x 
Јо) 80) = x° 
Temos, 
FO)=2x+A 
8 (x)=B 


Р(х) + (х) =2х+А+В=1+2х 
Р(х) – g(x) = х + Ax- Bx = х? 


25- Dada а função f(t) = 37 —4t +1, encontrar f (0) — íf (0) 


ЈГ (0 =97 -4 
F0)=-4 
F(0)=1 
F(0)-1 f'(0 21-1 (74) 
=41+1 
_ | 2x+1 1 
26- "Encontrar a equação da reta tangente à curva y = dnd no ponto de abscissa 
X — 
х=-1. Usando uma ferramenta gráfica, esboçar o gráfico da função e da reta 
tangente. 
_ 2x1 
3x—4 


, (3х-4)2-(2х--1)8 
|» (Bx-4y 

_ 6x—8—6x—3 

С (Зх-4)? 
MH 
“(Зх-4у/ 


{йуз o 
(-3-4) 49 
-2+1 -1 1 
х=-1=> у= = = 
-3-4 -7 7 
1-1 
——=——(х+1 
7749 tD 


49y-7=-11x-11 
11x+49y+4=0 


27- Encontrar a equação da reta normal a curva y = (3х? – 4x)” no ponto de abscissa 
x=2. 


y = (3х? - Ax! =9х* – 245? +16x? 
y =36x -72x* + 32x 


т(2) 236.2? – 72.22 + 32.2 
= 64 
NES 
" — 64 


р/х=2 > у= (3.2? – 4.2)? =16 
Equação da reta normal: 
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28- 
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1 
-16----(х-2 
y га ) 
x+64y-1026=0 


Ms Encontrar as equações das retas tangentes à curva y = m que sejam paralelas a 
xc 


reta y 2 x. Usando uma ferramenta gráfica, esboçar o gráfico da curva, da reta data e 
das tangentes encontradas. 


_ x-1 
И x+1 
‚_ (х+1).1—(х—1).1 
(х +1)” 
В ша _ 2 
(х +1)? (ely 
m, =1 
т(х) = — 7 =1 
(х +1) 
(x1 -2 
x?’ +2x+1-2=0 
x +2x-1=0 
х--1442 
x-2-1-42 


= 12 = -2%42 
"wma Y p 
sexe]. 2 02 220.2 
ps шааж: = 2231 x 2 42 
у-(-42-1)-(х41-4/2) 
x—y+2-2/2=0 


plx=-1+42 = 


+1= 72 +1 


Para а segunda reta temos: 


у-(У2-1)-Қх--1--/2) 
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x-y+2+2/2=0. 


29- 40) Em que pontos o gráfico da função y = = + = + 2х tem tangente horizontal? 


Esboçar o gráfico e analisar o resultado obtido. 


y=s3e ал = -3х-2 


у= х -3х+2=0 


х= 2 


x, =1 


Pontos [2 2 e 
3 6 
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30- Seja y = ах? + bx. Encontrar os valores de a е b, sabendo que a tangente à curva по 
ponto (1,5) tem inclinação m = 8. 


y = 2ах+Ь 


Fi 


О) =а+ьБ = 5 

E 

Е ы а 
a=3 


b=5-3 
b=2 


4.16 - EXERCÍCIOS - pg. 159 


1. Determinar a equação da reta tangente às seguintes curvas, nos pontos indicados. 


Esboçar o gráfico em cada caso. 


(a) Е pig 
x 3 


т(х) = = = 


Considerando x = i А 


1 
| х=== у= 3. 
р 3 y 


Assim, 
1 
-3--9| х-- 
| | У 
y—-3=—9x+3 
9х-у-6-0 


Considerando x= 3, 


-] -1 
3) = === 
т (3) 32 9 


] -1 
Eri ый 
ЕС 30 ) 
Оу—-3=—х+3 


x+9y-6=0 


Segue o gráfico: 


1 
/х-3ӛ->у-- 
р y 3 
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0) f()- — 


Temos que: 


жа 29 
mG)- f) == 


Para x 2 —2 temos: 


, ae R-(-2,4) ; x=-2,x=4. 
a 


= =] 
т (-2) = : 5 = zu 
(-2-a) (+a 
1 -1 
/х=—2= у = = 
Р de mone 
Assim, 
y+ ES (x-- 2) 


2+а (2+a) 
(2a) y-2*a2-x-2 
х+(2+а)?у+4+а =0. 


Para х = 4 temos: 


-1 
"ӨЛ ар 
1 


-а 


[x=4> у= 
pix у= 
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Ássim, 

1 -1 
74-а (а-ау 
(4-ay y-(4-a)=-x+4 
х+(4-а)у-8+а=0. 


(х-4) 


Segue o gráfico: 


Usando a=3 


(c) fl)=2Nx; х-0,х-3,х-а,а >0. 
Temos que: 


m (x) = fo) = T 


Para х = 0, temos 
іш 0+4 - 10) _ „2.4% -0_ 


Ax—0* Ax Ах-э0” Ах 
Portanto, usando 4.1.2, segue que x=0 é a equação da reta tangente. 
Para x=3 temos: 

1 
т (3) = —= e 

43 

plx=3> ys 243. 
Assim, 
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1 
aD ecu 
y 43 ве ) 


V3y=6=x-3 
x-3y+3=0 


Para x=a temos: 


()-- 

т (а — 

р/х=а=> у= 24а, а> 0. 
Ássim, 


y-a =. (га) 


Уау-2а-х-а ои x-Vay+a=0. 
Segue o gráfico. 


Usando a=1/2 


2. Encontrar a equação da reta tangente à curva y = x° — 1, que seja perpendicular à reta 
y = —x. 


m (x) = Зх? 
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A declividade da reta dada é m = —1. Assim a declividade da perpendicular à reta у--х 


será m=1. Temos, 


3x! =1 


343y 214 343 = x.343 -3 
343x -343y -343 -2=0 


Жын Бе 


343y +1+3/3 = 34/3 х+3 
343x343 y - 34/3 +2 = 0. 


3. A posição de uma partícula que se move no eixo dos x depende do tempo de acordo 
com a equação x(t) = 3⁄2 —t°, em que x vem expresso em metros е £ em segundos. 


(a) Qual é o seu deslocamento depois dos primeiros 4 segundos? 


x(t) 36 — ° 


x(4) = 3.4? - 4 23.16- 64 = -16m. 


(b) Qual a velocidade da partícula ao terminar cada um dos 4 primeiros segundos? 


v(t) = x (t) = 6t - 3⁄2 
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v(0) = Om/s 

v(D=6-3=3m/s 

vQ)=6.2-3.4=0m/s 

v(3)=6.3-3.9=-9m/s 

v(4) = 6.4- 3.16 = 224 m/s. 
(c) Qual é a aceleração da partícula em cada um dos 4 primeiros segundos? 

a(t) =v (t) 2 6— 6t 

a(0) = бт/ s? 

а@) 26-6 - 0m] s? 

a(2) 26-62 = -6m/ s? 

a(3) = 6—6.3 = -12m/ s? 

a(4) 26-64 2 -18m/s? . 


4. Um corpo cai livremente partindo do repouso. Calcule sua posição e sua velocidade 


: . 1 
depois de decorridos 1 e 2 segundos. (Da Física, use a equação y =vot- a gt? para 


determinar a posição у do corpo, onde v, é a velocidade inicial е g =9,8m/s”). 


Зета: t 
y o 28 


у0)-0-2981--49т 


TE O 
а 


v(1) 20—9,.1 = —9,8 m/s 


y0)=0-5.98.4 


y(2) = —19,6т 
v(2)=0-9,8.2 
=-19,6m/s 


Nos exercícios de 5 a 42 calcular a derivada. 


247 


5. f(x)210(3x! +7х-3)" 


f(x) 2100 Ba? 7x - 3)? (6x +7). 


6. f(x)- io + ах)? 
а 


f'G)= L (bx? + ax) (2bx+a). 
a 


7. Р) = (712 +6) (37 —1) 


f (t) = (її? +61) 4A. (3t - 1? .3- (8t -D* 7 (712 +61) (141 +6) 
=12 (7 +60) (34-1) +7 (3t — D* (14 +60) (141 +6) 
= (712 «605 (3: — D: Ia 08 +6) + 7(3: —1) (14: +6)] 


71-1 : 
24 +3 


8. ro 


7+1 ү (222 +3) 7 — (7t 4-1) (4t) 

2? zj : (21? +3)? 

25 (T1t+1) 147-21-28 2-4 
(2t? +3)? (21? +3)? 

_ 301 +1) — (141? - 41 +21) 

u (22 +3)° 


ro=3( 


9. 10944852 -6х-2| 


/'(х) = E (Зх? +6x— 2)? (6x+6) 


4 (x1) 


3х2 +6x—2 


2x 
3 


10. кыт. сала =: 
EN СІ 


1 
V3x=1.2-2x.= Ох-1) 2.3 
3x-1 
1 
_ 243x-1 -3x (3x-1) ? 
3x-1 
3x-2 


= (3x - D) 3х -1 


ГО) = 


11. /(0- ма! 
1-1 


t-1 
1 

-1(1-1)2 2-2-2-1 

2\24+1) | (@—1)? 


1 
A 2 -3 
DA Opa “ЕТ 


2-3 1 


cs 
| I 


» ` 3 H 
(t-D? Qt +1)? 


12. f(x) =i 


1-5") 


13. Р(х) = 22579 


шар @—1).2—(2г+1).1 
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Бод-25% (6x + 6) .1n2 
14. f(9)=(78º+65-1) 426 


f (s) = 3 (75° + 6s -1y (145+6)+2e > .(3) 
=3 (757 +65-1) (148-6)-6е 


15. f( S e" (? +5) 
К É 1! E 
f @)= e° ir a +5t) 
- 1 5 
"@)=е?.|2:+5+—1°+—ї 
rozé резне 
КӨНЕР 
2 2 


16. f(x) =log,(2x+ 4) 


f (х)= 


. log ,e 
а 


17. f(s)=108, Vs +1 


m log, e 
2 4841.48-1 


__log,e 
2 (s+1) 


18. Р(х) = (Le 
X X 


-1,-2 -х-2 
, X x x 
pipas Ir 5e 
x x х? 
2-х-2 x 
ха 
- um 
“x(x+D 
qe 
19. ТОО ass 


p^ -* a” .3.Ina—a? b (6x-6)Inb 


ГО) = 


ba” а-а (6x-6) In b| 


b? (3х2-6х) 


_ 3 (Ina) а-а” (6x-6) Inb 


b (3х2-6х) 


20. f(0=(21+1)7 


Г) = О +1) In Qt-D.2:t- r1)? (12 -1).2 


21. f(s)= ja + ps) to 


fs- 5 (а bs)" "9 Jn (a+bs). 


_ b (at bs)?" Ја (a +bs) + In (a + bs) (ar bs)" b 


__Б(а + bs)" **? In (a bs) 


b + 1 ln (a + bs) ; (a + bs)" (a+bs) JH m 
bs 2 


a+ bs 


22. f(u) = cos(z/2 — и) 
f(u)=+sen 2 - 2 


23. f(0) = 2со$@°. sen2 0 
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f (8) = 2cos8?.cos20 . 2-- sen 20 .2 . (-sen 0?) .20 
= 4 cos 0? cos 20 — 40 sen 20 sen Ө? 


24. f(x) = sen (3x? + 6x) 
f(x) «3 sen? (3x? + 6x) .cos (3x? + 6x) . (6x +6) 
25. f(x) 281g Qx +) + x 


, 1 _ 
f (х) = 3 вес? (2х+1).2+—х 112 


= 6 sec? бт 


24x 


3sec? x 


26. f(x) = 


Р х.3.2.8ёсх.8ёсх.ї Х-358ёс x 
f (x)= 2 


x 


2 2 
_ 6xsec° x tg x—3 sec x 


2 
x 


27. f(x) = e°" cos3x 


f(w)=-e” sen 3x .3+ cos 3x.e” .2 
= —3 e? sen 3x + 2 е cos Зх 


= e?* [2 cos 3x — 3 sen Зх] 
28. f(0)=-cosec” 8? 


f (8) = —2 cossec 0° (-cossec 0°) cot g 0° .302 


= 602 cossec? 8? . cot g 0° 
29. f(x) = a.Jcosbx 


FU)=a E (cosb x)? (=senbx).b 


| —ab senbx 


2 ,/[cosbx 
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30. f(u) =(u tg и)? 


(и) = 2 (u tg u) .[u . sec? u * tg и] 


=2 и’ sec^u.tgu*2utg^u 
31. f(60)=a**%, а>0 
(0) = а Ina.(=cossc*0) 


32. f(x) = (arc sen xy 


f (x) = 2 (arc sen Б A 
1--х 


33. f(t)=tarc cos3t 


'(f) 2t — 
4 41-928 


34. f (t) = arc cos(sen t) 


+ arc соѕ Зі .1 


7 — cost 
ѓа) = - 
1— sen‘ t 

| — cost 


cost 


| 
| 
Es 


35. f(x) =arc sec Ух 
1 y? 


maz 2 
Ж s. 


_ 1 l 
E MWa|dx-1 
l 


5 2хух—1 


36. f(t) =t arc cosec (21 + 3) +3|>1 


+ arc cossec (27 +3). 27 


n 2 -2 
PO=". 
2r +3] y Qr +3)? —1 


37. f) In (sen hx) 
2 In (senh x) .1 
ys senh x 


X 


. xcot gh — In (senh x) 


2 
X 


1/2 


38. Ји) =lcot gn (+ + 1] 


Ға) => cot gh (t +1)? | ^. — cossec n? (1 +1)2 .2 (1 +1) 


— (141) cossec Ah? (7+1)? 


cot gh (t +1)? 


3 
39. f (9 = | cossech EI 
X 
NA 
У а) =3 | cossech = : бое SERT Е сакаа 
x L 9 F x 
33 
-2- [cossech он . cot gh (==) 
X х | X 


40. f(x) = x arg cosh xXx? -1 


Ро) = х 


+ аго cosh x — 
х- 24x -1 


41. f (x) = x arg cot gh x? 


2x 
]-x* 
252 


= 2 
= т Farg cot gh x 


/'(х) = х + аге cot gh x^ .1 


| 
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254 


1 
42. f(x) = are cos gh х 


2X 228 


j 1 
Р(х) =—. 2 аге cosh x? . 
2 xf —1 


Ü Nos exercícios 43 a 79, calcular a derivada. A seguir, usando um software algébrico, 
comparar os resultados. 


43. f(x) = Ho +6х 7) 
Ғод- 25 (237 + 6х 7). (10x* —18x *). 
44. f(x) = (Зх? + 6x)? — Е 


f (x) 310(3x +61) (6x +6) + E | 
х 


45. f(x) = (5х- 2) (3x - 1? 


Р(х) = (5х- 2)%3 (3x - 1 3-- (3x - 1.6 (5x — 2)°.5 
-9(5х-2) (3x - 1)? +30 (3x - D?.(5x - 2) 
= (5x -2y (3x1)? [9 5x- 2) +30 (3х - 1] 
= (5x – 2)" (3х-1) [45x -18 4 90x — 30)] 
= (5x – 2)° (3x-1)? [135x - 48)] 


dà у= E ы ЗИН р 
x+1 


f'x)24Qx-5y 24 Sho ds 


(x+) 2 

1 1 
=8 (2x5) – Queis 
ы (x+) x 


47. Р) = (47 –51+2) 


4 


Ға)- = (4t? —5t + 2) 3 (8t — 5) 


Tx 


48. xc oe: E 
8. f(x) n 3x4 


7 6 


-1 
Го) GDS 342 +03 


-6 -1 


- ES (3x-1)5 +7х Qx +1)5 + 5 (Зх+1) 2 


49. f(x) 22e +6х+7 
Р) 22 e *** (6х+6) 


50. fo) = e^) 


= 
одне" x 


хал Gx+1)? | 
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re-(5) = t 


2 2x 2 
-іп 2x 
2] 1 – 112 
2 x 
. 102 
x 
y ан 
Satie ает +19.1 
post eee? sna 
1 
_ — 2 “ис” 
——— 
Ме -1 


2 (e +] ..e'—(e' —1).е' 
| (e' +1) 


54. f(x) = (че) за 


Род = оь) + 
а X 


55. Р(х) = zin -4) 


88 4c 165 
1-х 


_@-ə1-0+xə (1) Lx 
CC do dex 
_1-х+1+х l-x 

EE c s uy 

ша DA 2239 

^ (-2а+% 1-3 


Го) 


57 AN 
ros) (8) = 
b) Cb) af 


58. Р(х) = e” + ај“ 


Fœ = (е“ +4)” “ln (е“ +4) PSAL (е“ pap .e 
X 


2 


59. f(x) = sen(2x * 4) 


f(x) = 2 cos (2x + 4) 


60. f (0) = 2cos (20? — 30 + 1) 


2 


.2x 
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70) =-2 еп (20° -30 +1) [46 - 3] 


61. fla) = 1-с0824 
2 
fa) — sm 2а 


62. f(0) = sen°0 + сов Ө 


f (80) = 2 зеп0 cos 0 + 2 cos 0 (—sen0) 
= 2 ѕепӨ соѕ0 – 2 ѕепӨ cos Ө 
=0 


63. f(s)=cotg*(2s-3) 


f(s)=-4cotg” (2s – 3)? . cossec? (25-3)? .2(25-3).2 
=-16 (2s —3) cot g? (25 - 3)? . cossec? (25 — 3)? 


з ЕЗ 


1 — COSX 


Ро-2 


sen X sen” x 


_ —2 cosx 


3 
sen X 


65. у=? Ет» 
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е“ cos (x +]) — sen (x +1) e” 


ГО) = ET 
" [cos (x +1) — sen (x +1)] 


x 


e 


66. f(x) = sen (х/2)с08 (х/2) 


I 1 x x 2 1 ] | 
Р (х) = sen? | 2 х |2.cos| — |.| — sen | — + cos? x.2 sen 2 x. cos -x.— 
2 2 2492 2 27-22 


3X x 3X x 
= —sen — .cos—+cos' —.sen— 
2 2 2 


2 


67. f (t) = № сов 1 


5 - 2 cost . sent 
O) 
cos” t 

_ —2 sent 


cost 
--2101 


68. f(x)=log,(3x — cos 2x) 


3+(sen2x) 2 
Зх – cos2x 


ГОО Лове 


69. Ое 


Р) 2 e? 2 (-sen21) 2 


--4 (sen2t) е ^^ 


70. f(x) = arc co E 


arcsens/2 


ТИЕ 


1/2 


5 

—= — arc зеп— 

Los 2 
pu. 
4 


(5-1) 
1/2 


44-5? 


(5 +1) 


s+1 5 1 
= -arc Sen | === 
4— ys? 2)(s+1) 


(s+1) 


КО 


(5+1) 


5 
.2— arc sen— 
2 


72. f(x) «arc tg : > 
Тед 


-1.(-2х) 
= (1-x?y __ 2х | (1- х2)? 
1+ 1 ü0-x?) ü-x?y-41 
=x") 
Е 2х » 2x 
а len +1 
" 2x 
UN Cox +2 


73. f(x) = senh(2x —1) 


f(x) = 2 cosh (2x - 1) 
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74. (в) = leosh(? — 1)] 


senh (t? —1) .2t 
cosh (1? —1) 
= 2t tgh (t^ —1) 


Tes 


75. f(t) = tgh (A? —3y 


f'(t) =зесй? (417 — 3 .2 (41? —3).8t 
- 16r (41? —3) . sech? (41? - 3): 


76. f(x) = sech [In x] 


f (x) = -sech [In x]. tgh [In x] E 
x 


77. f(x) = (arg senh x)? 


f(x)=2arg senh x. 


x +1 


78. f(x) = аге tgh ; x° 


—.2x 
f=G 
n 
4 
_ x _ 4x 
cd x! 
4 


79. f(x) = (х +1) arg sech 2x 


ҒоОд-(х-1)------аго sech 2x :0«2х«1 
2x 41-4х” 


80. Епсошгаг / (х). 


1-х,х<0 
(а) СЕ| 


ез ,x»0 


: = x<0 
ræ- 


-е*,х> 0 


No ponto х = 0, temos 


f (04) = f (0—) = –1. Portanto, f (0) = –1. 


(b) f(x) =1n13-4x) 


In(3-4x); хє - =з) 
f(x) = 


№ (4х-3); хе e] 


Temos: 
—4 4 3 
= : X<— 
бы 3-4х 4х-3 
4 3 
: х»- 
4х-3 4 


(о) [= 
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e>, х » 1 
2 
Р(х) = 1 
е”, х<— 
2 
Dp nie x> 2 
ya 2 
2e 2, аш 


No ponto x = : : ЈЕ +) =2.6 ЈЕ - = —2. Logo, f(x) nào é derivável nesse ponto. 


81. Calcular f(0), se f(x)=e*cos Зх. 
Р(х) = e * .(3sen3x)+c083x.e * (-1) = –Зе *sen3x-e*cos3x . 


f(0)=0-1=-1. 


82. Calcular f'(D, se /(х)-іп(1-х)-ағс sen x/2. 


1 
ада 2 


1+х x? 
4 
1 
, l 2 
) = — + 
o 1-1 1 
4 
" 34245 
6 


83. Dada /(х)-е”, calcular f(0) + x f (0). 


fG)s-e" = f'Q--1 
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FO) +х 7 (0) =1+х (-) 21-x. 


84. “8 Dada а f(x)=1+c0s x, mostrar que f(x) é pare f(x) é Ímpar. Usando uma 
ferramenta gráfica, esboçar o gráfico de f(x) e f(x) observando as simetrias. 


f(x) -1--со8 х 


f(x) =—senx 
f(—x) =1+с08 (—x) = 1 cos x = f(x) > f(x) é par. 


Р(х) = —sen (—x) = senx = —f (x) => f'(x) é ímpar. 


Segue o gráfico de f(x), observando-se a simetria em relação ao eixo dos y. 


Segue o gráfico de f(x), observando-se a simetria em relação à origem. 
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85. Dada a f(x) = sen 2x cos 3x, mostrar que f(x) 6 ímpare f(x) é par. 
f (x) = ѕеп2х (-sen3x) З + cos3x . cos2x .2 


f (—x) = sen (-2x) cos (-3x) = —5еп 2x .cos3x = — f (x) > f(x) é ímpar. 


Р(х) = —3 веп(-2х) sen (-3x) +2 (cos (-3х)) сов (-2х) 
= —3 (—sen 2x) (—sen3x) + 2 cos3x.cos2x 


= —3 sen2x . sen3x + 2 cos3x.cos2x= f(x) > f'(x) é par 


86. Урааа а f(x)= sen 2x, calcular f(x) e verificar que f e f” são periódicas de 


mesmo período. Usando uma ferramenta gráfica, esboçar os gráficos de f(x) e f(x) 
comprovando os resultados. 


f(x) = en 2x 


: 1 
f (х) = 2" 2х)2-сов2х 


Para verificar a periodicidade temos: 
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f(x m) = sen (2x +27) 


= = sen 2х = f(x). 


f(w)=cos2x=cos2(x+7)=f(x+7). 


Portanto, são periódicas de período 7. 
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87. Seja f(x) derivável e período de período T . Mostrar que f” também é periódica de 
período Т. 


Жа-Ах)- f (x) 
Ax 


Se f(x) 6 derivável ==> /(х)- lim 
Se f(x) é periódica de período T ==> f(x+T)= f(x) e f(x+Ax+T)= f(x- Ах) 
Queremos mostrar que 


Д'(х+Т) = Р(х) 


De fato 


бекті f(x+T+Ax)— f(x+T) 
Ax>0 


Ax 
tim A549 - f C9) 
Ах-э0 Ах 
= f'(x) 


88. Mostrar que a função у= хе" satisfaz a equação ху = (1 — x) y. 


268 


=X. 


y=xe 


^ 


у =хе *(—1)+е ` 
Substituindo na equação: 


х(-хе “-е”)-(1-х)(хе `") 


Ж = E 23-22 
-x ie *+xe*=xe*—x e 


89. Mostrar que a função y = x e" ^ satisfaz a equação ху -(1- x^) y. 


=? -х2 -х2 
2.2 o 2 3 
ТЕ e? +хе: Je: ).xe 2 


=x? =x? =x? —х? 


3 Е та 
-x e? +хе? = хе? —x е? 


90. Mostrar que a função у = -l satisfaz a equação ху = y(Inx — 1). 
l+x+In x 


1 
A 


eb 


A 


xy = y (y Inx-1) 


= 1+1 
X Ш Inx _ 1 _lInx-1-x-IRnx _ —x-1 
"А+х+] их“ @+х+шх)? I+x+I x  (-x-inx)  (+x+Inx)?' 
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91. Sejam f е g funções tais que (f, g)(x) = x para todo x, e f(x) e 2 (х) existem para 
todo x. 


F(g09))= = s: sempre que g'(x) = 0. 
g Q) 


Temos: 


(Го) = (х)=1. 
Pela regra da cadeia, 
(f ° g)@) = f'( G0). CO. 


Logo, 


о ТО 
g (x) 


92. Obtenha a regra do produto para (иу)! derivando o fórmula In(uv) = In u In v. 


lg(fg) 21g f +128 


ГА 


(и. aT 
Ls f 8 
(8) Мей 
fg fg 


у 


(fe) = fg + fg 


93. Provar que: 
(a) Se y «cot g x, então у = —cos ecx. 


COS X 


y=cotg x= 
sen x 
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‚ _ Sen x (—sen x) — COS x . COS X 
z 2 
sen" x 
2 2 
— sen x — COS х -1 5 
= 5 = = –соѕѕес x 
sen" x sen" x 


(b) Se y=secx, então у —secx.tg x. 


1 
y=secx= 
COS X 


, зел) 


Е 2 
cos” x 
1 sen х 


COSX cosx 


= Sec x. fg X 


(c) Se y=arccotg x, então y = 
1+х 


y=arccotg х < x=cotg y, ye (0,7). 


Como para уе (0,7), (cotg у)'= —cossec2 y + 0 usando o teorema da função inversa, 


temos: 


, 1 1 

= (соге y) —cossec” y 
_- ЕЕ 
I+cotg”y 1+4? 


-1 
(d) Se у=агс cosec х, | xI21, então у = —————,lxl»1. 
|x] x? -1 


у = агс соѕес х, | х [2 1 > x= cossec y, y e (0,7). 


Como (cossec у) = —cossec ycot gy + 0, y e (0,7), temos 


, 1 1 
di (cos sec y) ^ —cossec y.cot g у 
1 


-1 
E — cossec y . Jcossec? y—1 B l| vx? E 


(e) Se y 2cosh x, então у’ = senh x. 


X Xx 
+e 
y =cosh x = 
2 
e m -Х 
y= =senhx. 


y-tghx- 26 
e" +e 
2 (e кез) е +e)-fe: sp =е *) 
й (er +=”) 
_е“+2+е 2 е +2-е 
Ë (егне?) 


(g) Se y =sech x, então y =—sech x.tgh х. 


y =sech x = — = == 
e'+e 
A а О -2 (e =e*) 


i (е 4 ey u (e* +e *) | (e* +e") 
=-sechx.tghx 


кі>і 
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-1 
(h) Se y=arcsech x, então y = „О<х<1. 
хуї— х? 
1+у1—х° 
y=arcsechx=]n—— , 
x 
al 
410-8| ЗЕ ТТЕРІ 
, X 
у= 1 
ИС 1+41-x2 
2 
а ҮЗЕР 
= 1-х? 
х1-41-32 
— АЕ 1 
1—х° ПЕТЕР 


(1) Se y zarc cosech x, então y = 


у = агс созесй х=Ш| — + 
E р 


Vamos mostrar para х» 0. Temos, 


: 1 -1 1 
d =| 
x x 
Ш -=x М2 +1 
“Эра над xx? 
-1 


B ХМ + x? 


1 m 


-1 
— xZ 
Ix I 14x? 


0. 


212 


213 


94. “Encontrar todos os pontos onde o gráfico de f(x) tem a mesma tangente horizontal. 
Usando uma ferramenta gráfica esboçar o gráfico de f(x) e f(x) e comparar os 
resultados. 


(a) f(x)=sen2x; 


f(x)=2cos2x=0 


cos2x=0 
2х= +, ke Z 
EIE keZ 
4 2 
х_П+2Ал л(К-1 
4 4 


AAAA 


ДАМ И 


(b) f(x) 22cosx; Ј'(х)= –25епх 


—2 ѕепх = 0 


ѕепх = 0 


хэл, kez 


95. “р Traçar num mesmo sistema de coordenadas as funções y --1— x^ e y 214 x^. 


Usando a visualizagáo gráfica responder: 
(a) Quantas retas sáo tangentes a ambas as parábolas? 
(b) Quais sáo os pontos de tangéncia? 


(c) E possível encontrar essas retas algebricamente? 


Seguem os gráficos em um mesmo sistema de coordenadas. 
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Respostas: 
(a) Duas 
(b) Sejam P, e P, os pontos de tangéncia da reta que tem inclinação positiva. 


X, = —x, 


У =-У 


Ре (а) к=. з) 


Temos, 

y'=2x tangente em p, :m=2x, 
Equação da reta tangente no ponto p, : 
y Y -т(х-ж) 

EUN аа) 


У-у = 2 (1 —x,) 
Substitui no ponto P,, vem: 


= у у! -2х(-х -x) 
—2y, = —4x, 
y =2x, 


y =1+x? 2x, =1+x/ 


x 2x +1=0 


X, = 


Por simetria: P, = (-1,2), P, = (1, — 2) 


(c) Equação das tangentes: 
у-2-2.1(х-1) 

у= 2х 

Por simetria, a outra tangente é y = —2x. 


96. n Dada a função у= х? - 6x 5 definida para хє ЇЗ, + со) , desenvolver os 
seguintes itens: 
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(a) Determinar a função inversa y = g(x)= f(x) e identificar o domínio. 
y=x?-2.3x+9-9+5 
= (х—3) —4, xel3,+00) 


(1-3) = у+4 
х-3= үу+4 


х= 3+4 у+4 


Portanto, a inversa 6 dada por у= 3+үх+4, х>-4. 


(b) Encontrar a equação da reta tangente à curva y = f(x) no ponto de abscissa 5. 
Temos: 
Xx=5 => y=25-30+5=0 

f(x)=2x-6 т-/(%)-2.5-6-4 


Equação da reta tangente: y = 4(х—5) 


(с) Encontrar a equação da reta tangente à curva y = g(x) no ponto de abscissa 0. 
Temos: 


y=3+vx+4 


, 1 -1/2 
y зо ) 


4712 


(4) Fazer uma representação gráfica dos resultados obtidos e identificar a relação 
estabelecida no Teorema 4.14. 
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4.21 - EXERCÍCIOS - pg. 176 


Nos exercícios de 1 a 12 calcular as derivadas sucessivas ate ordem n indicada. 


1, y=3x*-2x, n=5 
у =12х° -2 

у” = 36х° 

у”=72х 

y" =72 

у 20 


2. у= ах -фх + сх+а , n=3 
y = Зах? +2bx+c 

y” = бах + 25 

у” = ба. 


3. y =3-2x? + 4% ,n=10 


y =-4x+20x* 

у“ =-4 + 80x? 

у” = 240х° 

y" =480х 

y” =480 

у“ = 

к ж ЖЕ 

4. y 3=x?, n=2 
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113 pe 5 


y= 2 eg : 2 = 4 e^ 


у” = 8 g^ 


1 _ 
7.у----е”, п-4 
е 
У--е” 
y me 
у“ = –е“ 
IV —х 1 
АҢ eus 
е 
8. yzIn2x, Hz 
T 
М 2х 
gel 
х? 


9. у= sen ах, n=7 
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у = a cos ах 
” 2 
y”=-a' sen ax 


” 3 
y =-а' COS ax 


IV 4 
y =a sen ax 


V 5 

y =а' cos ax 
VI 6 

y =-a' sen ax 


vu 7 
y =-a' COS ах 


10. y =-2 055, n=5 


х 
y =-2 (—sen — ГА 
ул саг 

2 2 
int. БЕЛ 
y E I 
Bed x 
ато 
Жез oe 

16 2 


y = sec? x 
y”=2sec x.sec x. tg x 
= 2sec? x. tg x 
y" = 2sec? x.sec2 x+tg x.4sec x.secx.tg x 


=2sec* x +4sec2 x.tg? x 


12. y=axtg x, n=2 
y 1 

ан I+ x 

»_ —2х 

(+22) 


13. Achar a derivada de ordem 100 das funções: 
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a) y =sen x 

yl% =senx 
b) y = cos x 
y) = cos х 


m CA) nt 


пы 
x 


é dada por y 


x |= 


14. Mostrar que a derivada de ordem n da função f(x)= 


1 
y=— 
X 
“Уул! 
ir 
pu 2 
X X 
ж DERA 0:9 89 
z x: u x (x! 
у _ +314х* 41 
S Wu 
, Cl'n 
y -1 Ё 
X 


15. Mostrar que a derivada de ordem n da função f(x)- е“ é dada por у = а"е“. 


у-е 
, 

y=a e” 
Улиас: аге“ 
” ae” 

y" ER age 


16. Sejam f(x) e g(x) funções deriváveis ate 3º ordem. Mostrar que: 


» 


а) (fg) = gf'*2f 2 + fg”. 
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(у) =й” 


(fe) = је +f +g +Z 
=gf+2fg+fg” 


b) (fg) = 2 "37е +3f2 + f в. 

(Ға) =8 7 "+ ја USE Фор de је ет 
=g f”+ fZ +2ј8 "+28 1 + fa" «gf. 
=g f”+3f2 +3f2” + f а". 


17. Mostrar que x= А cos (wt +G), onde А, w е а são constantes, satisfaz a equação 


d?x 


x+ @ x = 0 , sendo MEE 
1 


Temos: 
x = А cos (wt + G) 


х--А sen (wt + G).w 


x=-Aw cos (wt +) 


Substituindo na equação: 
—Aw? cos (wt + e)+ и? Acos(wt + a) = 0 


18. Calcular у = » das seguintes funções definidas implicitamente. 
x 


a) x + уј = a° 


3х2-3у2у-0 », у= 


b) х -x!y-y?z0 
Зх? + 2ху+ х у +2уу = 0 
у(х? + 2у)= -3x? – 2ху 
, -3ӛх-2х 
үзэ 
X +2у 


с) Vx +y = Ja 
1 ЇЕ» 22 
—=+—.y=0 
24x 2 y 
Nd 
24 y 24x 
ЯМ 
24 х 
y-4 
X 
d) у === 
X+y 


xy фу = x-y 
у +хЗу у +4y y =1- y 
Bay? +4y +1)y = 1- y? 
TONO MEM 
3xy c Ay! +1 


e) а сов (х+ y)= b 


—2асоз? (x+ y). sen (x+ y). 1+ y']=0 


‚_ — 2 а cos (x+ y) sen (x+ y) 
2 a cos (x+ y) sen (x+ y) 
ye 


f) tg y-xy 

y sec’ ya x y +y 
y sec? у-х]= y 
Виза а 


sec? у-х 


о) е’=х+у 
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e”. y =1+y 

y le” -1]=1 
21 

á E 


19. Determinar as retas tangente e normal à circunferéncia de centro (2, 0) eraio 2 nos 


pontos de abscissa 1. 


Temos a circunferéncia dada: 


(х-2) +(y-0) =4 
x -4x+4+ y! 24 
x!-4x4y!z0 


Derivando, temos: 
2х-4+2уу'= 0 
2yy 24-2x 

, 4-2x 
y = 


No ponto |, 4/3 1, temos: 


Declividade da reta tangente: 


2-1 1 
A 


Equação da reta tangente: 
у-у =m(x-x,) 


1 
у = 8-1 


43у-3-х-1 


х-(3у%2-0 


Declividade da reta normal: 


т, = -43 
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Equação da reta normal: 
y-43 2 -43 (x-1) 
43 xe y-243 20 


No ponto ПЕК ), temos: 


Declividade da reta tangente: 
т()- 2-1 A = 


BB 


Equação da reta tangente: 
у-у =m[x—x) 


-1 
у+ == 


43у-3--х-1 
x+/3y+2=0 


Declividade da reta normal: 
m, = 43 

Equação da reta normal: 
y+ МЗ = 43 (х = 1) 

43 x- y- 243 =0 


2 2 
20. Demonstrar que a reta tangente à elipse ыг + ын =] no ponto E Yo) tem a equação 
a 

XX) УУ, 
—-+===1. 

a? b” 
Temos: 
х? у? 
AS 42 =1 
a? b 
Derivando implicitamente: 
2x 2уу 
= 
а Ь 
2yy _—2х 

b a 

, -2x b -bx 

=—.— 


a Oy а?у 


хур? 
У-У = 2 (x— x) 

а у 
a’ yoy -ayy =m b2x (x — xo) 
a^ yy, – ay, =— Ь?х,х + Б?х,? 
a^ yy, b?x № _ Dx a уд 
a^b? ab? ab” ap 


УУу | X Xo Xo , Jo 
b? a? ЕГЕ b? 
X Хо УУо 
Ro 


21. "mn Em que pontos a reta tangente á curva y^ = 2x? é perpendicular a reta 


4x—-3y 4-120? 
Temos: 
= 
2yy = бх? 
“ 2y у 


Obtendo a declividade da reta dada para encontrar a declividade da reta perpendicular: 


4x-3y+1=0 
-3y =-1-4x 
Зу-1-4х 
solit, 
3 3 


286 


287 


2 12 2 
СЕ а que али 
y, 4 —3 
ye 


(-4х?) =2х} >. 16x4 =2x 


16x; –2х = 0 
x (16x -2)=0 
x=0 
Ou, 
16x, =2 


x= 6= % 


. E -1 
No pontos (0, 0) nào existe reta tangente. Temos então somente A =] . 


A figura que segue mostra graficamente o resultado obtido. 


22. V) Mostre que as curvas cujas equações são 2x^ --3y? =5 e y? = x? interceptam-se 
no ponto (1,1) e que suas tangentes nesse ponto são perpendiculares 


Verificando a intersecção: 
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2x! +3Зу? =5 
y = x° 


O ponto (1,1) pertence ao gráfico das duas curvas, pois: 
Раза е =P, 


Analisando as tangentes: 


2x! +3yº =5 y? = x° 
4x+6yy = 0 Зуу = 3x° 
‚_-4х__2х ya 
6y 3y 2y 
"AEN. 4.23 
М ( 4 М (м) 2 
Assim as retas 
у-1-2 1-1) c у-1=Җ(ху-1) 


são perpendiculares. 


A Figura que segue mostra os resultados obtidos graficamente. 
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| ; d . А ЭР M 
23. Calcular a derivada y — 2 das seguintes funções definidas na forma paramétrica. Para 
x 


quais valores de 7, y” está definida? 


x= 
a) 
у=, te (0,+о) 


, 2 
ку уй) 2 eal para 1>0. 
dx хау 2t 2 


x=cos 2t 
y =sen 2t, te СЯ 


dy у() 2cos2t 
dx x(t) —2sen2t 


b) 


= —cot g2t com te С : 


x=3cost 
с) 
y =4sent, te [7,27] 


dy _ у@) 4cost 


= =-4/3cot gt para te (7,27). 
dx x(t) —3sent m | ) 


Х = с0871 


d 
y=sen't,te 54) 


, 2 
dy _ У - 3sen 2 cost --ірі com 254) 
dx x(t) -3с08 t:sent 2 


x=2t-1 
е 3 
У=Г +5, – оо < ft < +оо 


dy y() 3 
ах xd) 2 


х-8сов71 
D 5 
y=8sen't, te [0,7] 


para —co <t < +оо. 
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dy _ y(D | 24sen*t-cost 
dx x(t) -24cos?°t:sent 


=-tgt рага te (0,7/2)U (Z /2,Z).. 


24. ui Determinar a equação da reta tangente à elipse 
x=2cost 
y =3sent, te [0,27] 


no ponto | 22) 
No ponto 8 22) temos que 
x 22cost = 42 
y=3sent = 32 
2 
ou 
cost = /2/2 
42 
sent = —— 
2 


Assim, temos que t = 


& EIS 


Calculando a declividade: 


dy _ у@) _ 3cost 
dx x(t) —2sent 


3х2 


I Л 
Considerando t = л emoon ec 


ГУ 
2 


A equação da reta tangente é dada por: 


342 3 
A =Z S uec 
yes 5 Ur ) 
2у-3х-642-0. 


| зэ 


A figura que segue mostra os resultados obtidos. 


25. “0 Determinar as equações da reta tangente e da reta normal à astróide 


х =<08 t 
у= sen't,te [0,27] 


no ponto = эз) 


8 


Calculando a declividade da reta tangente: 
dy y(t) | 3sen'tcost 
dx x(t) -3со8 tsent 


=-tgt 


O ponto P corresponde a t = = . Portanto, m = —tg = -43. 

А equação da reta tangente no ponto Р é dada por: 
км 

P = ду+ 4320. 


A declividade da reta normal é dada por т, = > ; 


А equação da reta normal no ponto Р é dada рог: 
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ж-ы 
x+./3y -1=0. 


A Figura que segue apresenta a solugáo gráfica do exercício. 


26. Encontrar Ay—dy das funções dadas 
а) у=3х^—х+1 


Лу = f(x+Ax)- f(x) 
= 3(х+ Ax) - (x - Ax)-1- 3x? +х-1 
= 3x? +6xAx+3(Ax) - x - Ax 3х? + x 
= 6xAx+3(Ax) — Ax 


dy = y'. Ax 
= (6x — 1)Ax = 6xAx — Ax 


Ay = dy = 6xAx+3(Ax)' — Ax — 6xAx + Ax 
= з(лх) 


b) y=2Nx 


Ay = f(x+Ax)- f(x) 
= NW x Ax - 24 x 
dy = у .Ах 


-2.- Ах 


2/х 
Ау-ау- (W x+ Ax 24x ]- 


ú 2(х-Ах-х) 


Bx 
Ух 


24х+Ах-х) Ах _ 2 - 
OxJxtAx x Ух Vx + Axe 


2 1 


EE v 


Лу = f(x+Ax)- f(x) 
_ x+Ax+l _ ха 
Ax +Ax)-1 2х-1 
(2х-1)(х-Ах-1)-(х-1)(2х--2Ах-1) 
(2х-2Ах-1)(2х-1) 
_ 2хАх-Ах-2хАх-2Ах 
— (0х-2Ах-1)(0х-1) 
—ЗАх 
(2x 2Ax -1) 2x-1) 


(2x=1).1-(x+1).2 
(2х-1) 
_—2х=1=2х—=2 
(2x1) 
-3 
(2x-1) 


dy = y .Ах= 


—3Ax 3Ax 


Ау-ау- + 
P (ox+24x-D(2x-1) (2x-1P 


27. Encontrar Ay e dy para os valores dados 


Ах 
T 
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1 
а) у= —— ; Ах-0,001; x=1 
) y Элс 


po d 
X(x-Ax) 2x 
1 БЭ! 
2(х+0,001 2х 
1 m 
2 (1+0,001) 2.1 
= –0,000998 


Ду = 


-1, _ – 0,001 _ 


-0,001 


b) y=5x?—6x; Ах-0,02; х-0 


Ду = 5(х + Ах)? — 6(х + Ax) 5х? + 6x 
Ay = 5x? +10xAx+5(Ax)' —6x— 6Ax — 5x? +6x 
Ay = 10xAx + 5(Ах)? — 6Ax 


Ay = 10. x . 0,02 + 5(0,02} —6.0,02 
= (10x — 6). 0,02 + 5(0,02} 
= —6 . 0,02 + (0,02} = —0,12 + 0,002 = –0,018 


dy = (10x —6) Ax = (10x —6). 0,02 
= —6 . 0,02 = —0,12 
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2(x+Ax)+1 2x41 
х+Ах—1 х—1 
(x-1)(Qx+2Ax+1)-(x+Ax-1) (2x+1) 
(х-Ах-1)(х-1) 
— 2x? +2xAx+x-2x-2Ax-1-2x] - x -2x Ах-Ах+2х+1 
Ë (х--Ах-1)(х-1) 


Ау- 


Ё —3Ax 
(x+Ax-1) (x- 1) 


-3.01 
Ay- | =-0,078 
ОТЕ (0) 


(x-1).2-(2x+1).1 


ау----------Ах 
i (x— 1) 
_ 2х—2—2х—1 
(х-1) 
Dar 
(x-1) 
—3.0.1 0.3 
d : — =—0,075. 
é (-1-1 4 


28. Calcule um valor aproximado para as seguintes raízes, usando diferenciais. 


а) 450 
450 = 4/49 +1 


у= үх, х= 49, Ax=1 


dy = ——.A^x 
24 x 
1 
ау---гғ-.1 y+Ay=Vx+Ax 
24/49 
PE 
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F(x+Ax)- f (x) = Ay = dy 
f Gcr Ax) = f (x) + dy 


150 = 449 + 


150 = 7+ =7+0071. 


b) 3/63,5 


y=Vx, х= 64, Ах--0,5 


dy = s/a 


_ Ax 
Axe 
UE 05209 30010816 
33/64? 3.16 48 
f Gc Ax) - f(x) = Ay = dy 
f Gc Ax) = f (x) + dy 
3/63,5 = 4/64 + dy = 4—0,104 = 3,9895 


c) 413 


y - Ax , x 216, Ax 2-3 


dy = А 


_ Ax 
ET 
NNI P -0,09375 


45/16: (32 


f Gcr Ax) - f (x) = Ay = dy 
f Gcr Ax) = f (x) жау 
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413 = 4/16 + (–0,09375) = 2- 0,09375 = 1,906. 


29. Calcular a diferencial das seguintes funções 


a) y =In(3x? — 4x) 
6x— 4 


dy = > . dx 
* 3x? — 4x 
x+1 
b) y=— 
e 
Es Че E 
e 
шээг 
e 
225 dr 


c) y=sen (5x? + 6) 
dy =10x cos(5x? + 6) dx 


30. A área s de um quadrado de lado x é dada рог Š = x^. Achar o acréscimo e a 
diferencial desta função e determinar o valor geométrico desta última. 


л 
| 
~ 
N 


Calculando o acréscimo: 
As = (x+ Ах): -x 
As=x?+2xAx+(Ax)' — x? 
As = 2xAx + (Ax) 


Calculando a diferencial: 
ds = 2xAx 


A Figura que segue mostra a interpretação geométrica. 
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31. Dar a interpretação geométrica do acréscimo e da diferencial da função s= zx" (área do 
círculo). 


ds = 27x . Ах 


As = zx + Ах) -Tx 
= Z xX + 2хАхл + Ax) — л x) = 2xAxz + л(Ах) 


As figuras que seguem mostram uma interpretação geométrica da diferencial e do 
acréscimo. 


32. Uma caixa em forma de cubo deve ter um revestimento externo com espessura de 
1/4cm. Se o lado da caixa é de 2т, usando diferencial, encontrar a quantidade de 
revestimento necessária. 


Volume do cubo: 

V=x 

Diferencial da função no ponto x=200 cm para uma espessura de Y4 cm ou seja 
Ax=0,25cm.. 


dV = Зх? . Ax 
= 3.200" .0,25 
= 3.40000.0,25 cm? 
= 30000 ст. 
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33. Um material está sendo escoado de um recipiente, formando uma pilha cônica cuja 
altura é sempre igual ao raio da base. Se em dado instante o raio é У; cm, use diferenciais 


para obter a variação do raio que origina um aumento de 2 ст“ no volume da pilha. 


h=r=12cm 
T г?һ _ Л r? 
3 3 
2 
ay ===> Ar=71 r?.Ar 
Aplicando os dados: 
2=17.12? .Ar 
2-л.144.Ағ 
Ағ 2 2 = 0,0044209 


“7.144 452,389 


34. Use diferenciais para obter o aumento aproximado do volume da esfera quando o raio 
varia de 3 cm a 3,1 cm. 


vetar 
3 
Mee dr 
3 
ME 0,1 
3 
= 3,6хл 


=11, 309733 ст? 


35. Um terreno, em desapropriação para reforma agrária tem a forma de um quadrado. 
Estima-se que cada um de seus lados mede 1200 т, com um erro máximo де 10m. 
Usando diferencial, determine o possível erro no calculo da área do terreno. 

A= х? 

dA = 2xAx 

dA=2.1200.(+10) 

dA=2400 (+10) 

= + 24000 
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36. Um pintor é contratado para pintar ambos os lados de 50 placas quadradas com 40 cm 
: 32 : 1 

de lados. Depois de receber as placas verificou que os lados das placas tinham 36 a 

mais. Usando diferencial encontre o aumento aproximado da porcentagem de tinta a ser 

usada. 

A= x° 

dA = 2x Ax 


Para х=40 сте Ax 20,5 = АА=2.40.0,5 = 40cm? 


1 lado de 1 placa: 40 cm? 
2 lados de 1 placa: 80 cm? 


50 Placas > 80х50 = 4000 cm? 


1 placa > x? = 40? 21600 cm” 
50 placas > 50x1600 = 80 000 cm? 


Considerando os dois lados temos 160 000 cm? . 
Fazendo o percentual vem: 
160 000 ст“ > 100% 


4000 cm? > x 
_ 4000x100 40 


=— = 2,5%. 
160000 16 
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CAPÍTULO 4 


4.7 - EXERCÍCIOS - pg. 127 


1. Determinar а equação da reta tangente às seguintes curvas, nos pontos indicados. 
Esboçar o gráfico em cada caso. 


(a) fi) =x”`-—l; x=l,x=0,x=a,ae R. 


(х+ Ax)? -1- x? 41 


то) jm иг” 
20x! 42xAx+(Ax)? - x? 
lim 
Ax>0 Ax 
lim ЭХ (2х-АХ) o 
Ax>0 Ax 

т (1)=2.1=2 

у-у =т(х—1) 

y-0=2(x-1) 

y =2x-2 

m(0)=2.0=0 

y+1=(x-0) 

y+1=0 

esed 

m (а) = га 


y-a? +1=2а (x-a) 
y-a? +1=2ax-2a? 
у= 2ах-а? -1 
As figuras que seguem mostram as retas tangentes рага os pontos х= 1 е 


x=0. Como o valor de a é genérico o gráfico só pode ser apresentado com 
o valor definido. 
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Јо) 


(b) f(x) -х"-3546:х--1,х-2 


(х+ Ax)? -3(x+A0+6-x?+3x-6 


пи (о) = fim E 
= x? + 2хАх + (Ах)? -3x-3Ax—x? +3x 
E Ax 
– tim ^^ О *Ax-59 2-4 
Ax>0 
Temos: 
m(-D=A-)-3=-2-3=—5 
y-102-5x-5 
y =-3x+5 


т (2) =2.2-3=4-3=1 
y-4-1(x-2) 
у=х-2+4 


у=х+2 
Seguem os gráficos. 


(c) fO)=x(3x—5); x=2,x=a, ae IR. 


f(x) = Зх? – 5х 


2 _ 2 2 
m (x) = lim 5549 хатан 3xº +5x 
. 3x + бхАх + 3(Ах)? —5х—5Ах—3х° +5х 
Fem Ax 
. Ax (6x - 3Ax — 5) 
m 


=6x-5 


4y+7=-8x+4 
8x+4y+3=0 


т(а)-ба-5 
y – За" +5а = (ба – 5)(x – a) 
y – За" + 5a = бах – 6a? — 5x + 5a 
y = (ба – 5)x – За“. 
Segue o gráfico, para x = 1/2. 


Fx) 
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2. Em cada um dos itens do exercício (1), determine a equação da reta normal à 
curva, nos pontos indicados. Esboçar o gráfico em cada caso. 


(а) /(д-х-І 


x=1 
Temos que: 
m(D=2 
1 
M normal = 2 
Assim, 
-1 
-0=— (x-1 
y 2 (x—1) 


2y=-x+1 ou x+2y-1=0 


Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização. 


x=0 
т(0)-0 
Neste caso а reta tangente é horizontal е а reta normal coincide com o eixo 


dos y, ou seja, х-0. 
Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização. 
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x=a 
1 
т(а)-2а m, =—— 
(а) " 2a 
Assim, 


vis ea 
2а 


2ay -2a? +2a=-x+a 


x+2ay-2a*+a=0 


Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização e 
usando-se o valor de а--2. 


b  f()sxi-3x46 х=-Ьх=2. 


x=-l 
Temos: 
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m(-D)=-5 
1 
m, =— 
5 
Assim, 


1 
-10=- (x41 
y 26 ) 


5y-50z x41 
х—5у+51=0 


Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização. 
1812) 


х-2 
Temos: 
m(2)=1 
m, =-1 
Assim, 
у-4--1(х-2) 
у-4--х-2 
x+y-6=0. 
Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização. 


с) Jf (x) = x(3x 5); x= ха, аЕ R 


Temos: 
т (1/2) =-2 
1 
m, == 
2 
Assim, 
123 =) 
+ 4 2 2 
4y+7=2x-1 
2x-4y-8=0 
x-2y-4=0 


Temos: 
т (а) =ба-5 
1 1 5 
m, = = ‚а = 
ба-5 5-ба 6 
Assim, 
y-3a! +5а = : (x—a) 
5—6a 


(5 — 6a) y – За“ (5 - ба) + 5a(5 — ба) = (x-a) 


x—(5- 6a)y -18a? + 45a? — 26a = 0 


Segue o gráfico com a reta tangente incluída para facilitar a visualização, usando-se 
como exemplo valor de а =1. 
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3. vM Determinar a equação da reta tangente à curva y =1— x^, que seja paralela 


а reta y 21— x. Esboçar os gráficos da função, da reta dada e da reta tangente 
encontrada. 


1-(x- Ax! -14- x? 


тод = fim 


Ax 
2. о А —(Ax) lex 
= lim 
Ах-э0 Ах 
=-2x 
y=l1-x>m=-1 
—2x--] 
2 
бы dde | 
2 2 4 4 
Assim, 
1 
"4 | | 
4у-3--4х-2 
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4. Encontrar as equações das retas tangente e normal à curva у = x? - 2x 41 по 
ponto (-2,9). 


(х+ Ax! 22 (х+ Ax) c1- x* -2x-1 

Ax 
Ба x +2xAx+(Ax)2-2x—-2Ax+1- X” 42x41 
Ax>0 Ax 


n G)- fim 


Equação da reta tangente: 
у-9--6(х-2) 
у-9--бх-12 
6x+y+3=0 


Equação da reta normal: 


1 
-9--(х-2 
у 6 ) 
бу-54-х-2 
x—6y+56=0 


5. Um corpo se move em linha reta, de modo que sua posição no instante t é dada por 
Та) =16: +1",0 <1 <8, onde o tempo é dado em segundos e a distância em metros. 


(a) Achar a velocidade média durante o intervalo de tempo [b,b+ h], 055 «8. 


21 


f(0-216t-£?, 0<1<8 


— F(b+h)- f(b) 
ý h 
_16(b+h)+(b+h) -16b-b* 
E h 
_16b+16h+b? +2bh+hº 216 b — b? 
i h 
16h X 2bh + Ы _ h(16-2b + h) 
i h i h 
v, =16+2b+h; 0<5<8 


(b) Achar a velocidade média durante os intervalos [3;3,1], [3:3,01] e [3;3,001]. 


v, =16+2b+h 

[3;3,1] 

v, =16+2.3+0,1 
=16+6+0,1 
= 22,1 m/seg 

[3;3,01] 

v, =16+2.3+0,01 
=16+6+0,01 
= 22,01 m/seg 

[3;3,001] 

v, =16+2.3 + 0,001 
=16+6+ 0,001 
= 22,001 m/seg 


(с) Determinar а velocidade do corpo num instante qualquer 7. 
v(t) = lim v, 
h0 
= lim (16+2t+h) 
v(t) 216 2t 
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(d) Achar a velocidade do corpo no instante 1-3. 


v3) 216 4 2.3 
=16+6 
= 22 m/seg 


(e) Determinar a aceleração no instante 1. 


v(t + At) — v(t) 


att) E 2 At 
. 164 2(t - At) -16 - 2t 
= lim 
АГ-э0 At 


= ш = 2т/ seg” 
Моб Af 


6. Influências externas produzem uma aceleração numa partícula de tal forma que а 
5 ; "m b : 
equação de seu movimento retilíneo é y =—+ ct, onde у é o deslocamento e to 
t 


tempo. 


(а) Qual a velocidade da partícula no instante t = 2? 


ri- 
t 


. b 
y = lim = +c. 
А0 At 12 

-b : | 
у(2) = a + c unidade de velocidade. 
(b) Qual é a equação da aceleração? 

—b b 

dy (+А) ^ P ^ 2 
a(t)  — = lim = — unidades de aceleração. 

dt  моо At t 


7. ы Dadas as funções /(х)-5-2хе g(x) = 3x? —1, determinar: 


(а) FD + (0). 
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5-2(x+Ax)-5+2x 
m 


/ (x) = lim Ах 
.5-2х-2Ах-5-2х 
= ШП 
Ах-0 Ах 
--2 
2140242 
din А9 1-3x +1 
Ax>0 Ax 
___._ 3x? 4 6xAx -3 (Ax)! -1-3x? +1 
E Ax 


— lim (6x + 3Ax)Ax E 
Ax 


Ах-э0 


f 0-2 0)2-24612-246-4. 


(b) 20) - 8-2). 
2(-2)-6 (-2) 2 4412-8. 


(с) f Q)- 770). 
fQ)- f2).25-224(-22)25-4-22-1 


(a) [sto] + > 8/10) + (0). 


[e OF + : 20) + g(0) =[6.0] + ,60 + 3.02 -1=-1. 


5) £66/2) 
Tan 5) 45/2) 


(3-582 -s-2 аг 
2) 215/2) 


8. Usando а definição, determinar a derivada das seguintes funções: 


(а) Јо) =1—4x°. 
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. 1-4(x+Ax)?-1-4x? 
im 


B Ах-э0 Ах 
| 1-4x? - 8xAx - A (Ах)? -1- 4x? 
= lim 
Ax>0 Ax 


= lim = (-8x — 44x) = –8х 
Ax>0 


(b) ҒОд-2х-х-і. 


2_ ve 2 
Po ЕЕЕ) (х+ Ах) -1- 2х7 +х+1 
Ax>0 Ax 
р 2x? +4xAx+2 (Ах)? - x - Ax -2x? +x 
gv Ax 
=4х-1 


1 
(= == 

x+2 

E. 4 
, ар X+Ax+2 x+2 
ИЕ Ах 
“tim 552-х-Ах-2 1 

4150 (x + Ax -2)(x +2) Ах 


(d) fG) = 


1-х 
x43 

1—х-Ах lx 
, “pm X+Ax+3 х-3 
гд» fim 


= Him (х+3) (-х-Ах)- (х+Ах+3) (1-х) 1 
4750 (x + Ax +3) (х +3) “Ах 
i X4-3- x! - 3x - xAx -BAx — x + x! — Ax + xAx - 3+ 3х 
Ах-0 (х + Ах +3) (х +3) Ax 
: Ax (=x-3-1+x) 
= lim 
4150 Ax (x + Ax +3) (х+3) 
—4 
= Нм = = 
Ах->0 (x + 3)° 


(e) f) = 


pa 


2х- 
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1 1 
т. а-Ах)- 1 42х-1 
EC Ax 
к. J42x-1-42(x-- Ax)-1 1 
à39 J(x--Ax)-142x-1 Ах 
2x-1-2(x-Ax)*1 1 
im : 
ке (хто Ах)—1] Ax 
-2 
пы] 
-1 
= lim 


Ад x -Dx2x-1 


(© fG)= Vx+3 


ш - 3/х 43 
Ах 


Р (х) = 
n ` 
x+Ax+3=f 
x+3=a > Ах= Р — a 


Temos: 


f(x) = lim 


1-а P = 


im = 
a (ta) (^ +at+ a°) 
1 1 


За? зо) 


9. шін! Dadas as funções f(x) = - e g(x) = 2x? —3, determinar os itens que seguem 
Ps - 


e, usando uma ferramenta gráfica, fazer um esboço do gráfico das funções obtidas, 
identificando o seu domínio.: 


(a) fo f° 


1 21 
молт X+Ax-1 x-1 
STO А; 
(x-D-x-Ax+1 1 
= lim . 
№90 (x Ax-D (x -1) Ax 
__=4 
(x-1)? 
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, » иж 1 
Иа |- 4 
(х- - 
(x— 1)? 
1 (х= 1)? Ш (x-1? 


E === © —1—-?+2х-1 2х-х-2 
(x— D° 
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(c) Sof” 
8 = 8171 


Е -1 

Ede 

ale 
(x-1) 


1 
2227 
2 
мэн. 
(х= 1)* 
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(d) g J 


2 (x * Ax! -3-2x? +3 


122: 


Ах 
. 2 +4xAx+ 2(Ах)* = 2x° 
= lim 
Ax—0 Ax 
= lim 4x 


Ax—0 


, и Mo! -1 
gof = ЇР ES 
-1 —4 


4. 25 > 
QUOD (x-1) 


Obs.:É inadequado visualizar o domínio através do gráfico das funções compostas. No 
item (a) — x^ - 2x2 não tem raízes reais, induzindo o aluno a achar que o domínio é R 


8 


=] 20 
10. Dada a função f(x) = | 0 verificar se existe f'(0). Esboçar o gráfico. 
x 


, 


Não existe f” (0), porque f não é contínua em x=0. Veja gráfico a 
seguir. 
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11. Dada a função f(x) = , verificar se existe / (3). Esboçar o gráfico. 


2x—6 
Não existe f” (3), porque f não é contínua (não é definida) em x 23. Veja 


o gráfico a seguir. 
Хх) 


12. Dada a função f(x) =2x° —3x—2, determinar os intervalos em que: 


(a) f(x)» 0. 
(b) f'G) « 0. 
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bi 2(х + Ax -3(x + Ax) -2-2x^ +3х+2 _ 


f (х) - lim те 4x—3 
4x-3>0 4x-3<0 
4х>3 4х<3 
3 3 
X>— X<— 
4 4 


13. Jm Simular graficamente diferentes tangentes à curva y =x”. Supondo que 
existem duas retas tangentes que passam pelo ponto Р(0,-4), encontrar o ponto de 
tangência e as equações das retas. 


А declividade das retas tangentes em x = а são dadas por: 
y =2x 
у(а)-2а-т 
O gráfico que segue mostra a simulação para a assumindo os valores: -2, -1, - 


1/2, 0,%, 162, 
f(x) 


UN 


Observamos as duas retas que passam pelo ponto Р(0,-4). А equação 
da reta tangente é obtida fazendo-se: 
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I= Yo -т(х-х) 
y+4=2a(x-0) 
y+4=2a x 


A reta passa, também em, (а, а” ): 


а? +4=2а.а=> а? 24,0222 

Assim temos: 

a=2 > y=4x-4 Ponto de tangéncia: (2, 4) 
а--2 > y=-4x-4 Ponto de tangéncia: (— 2, 4) 


14. “б Quantas retas tangentes à curva у- = passam pelo ponto P(-4,0) ? Em 
х + 


quais pontos essas retas tangentes tocam а curva? 


O gráfico a seguir mostra uma simulação na qual podemos observar duas retas 
tangentes que passam por Р(-4,0). 


Supor (x, : у) o ponto de tangência. 


A equação da reta tangente é:: y— y, =m (х- x) 
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2 


y-0= - m: (х +4) 
Precisamos encontrar ху. No ponto de tangéncia: y, = a ву =——— (x, +4). 
х +1 (x, ir 

Então: 

2х, _ 2x +8 
x *l (х+1) 

_ x +4 
07 x +1 


x (x, +1)=x, +4 


2 
X, +x-x=4 


x =2 
x => 


Equações das retas tangentes: y = 5 (x4) e y=2(x+4). 


5.10 – EXERCÍCIO - pg. 215 
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1. «n Em cada um dos seguintes casos, verificar se o Teorema do Valor Médio se aplica. 


Em caso afirmativo, achar um nümero c em (a, b), tal que 


iy A HOY 
b-a 


a) “у=, a=2,b=3 
x 


A função f(x) = 1 é contínua em [2,3]. 
x 


A função f(x) = 5 é derivável em (2,3), pois o tim = 
X x 


no intervalo (2,3). 


Temos, f(x)= т. 


l 1 
алы Њ a 
Е. 
a-b 
= ађ 
С b-a 
-1-4-8 
c ab b-a 
= —(ф—-а) 
c? “гар (b- a) 


Interpretação geométrica: A figura que segue mostra que a reta tangente no ponto c, 


ELE 
с? ab 
c? =ађ 
с= Мађ 
c= 723 
c=6 


f(x — Ax) — f (x) 


existe para todo x 


representada pela cor azul é paralela à reta secante que passa nos pontos (a, f(a)) e (b.f(b)), 


representada na cor verde. 
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b) e a=-1,b=3. 
x 


Não se aplica o Teorema, pois a função não é contínua em [—1,3]. 


с) јб)=х; a=0,b=4. 
A função é derivável em (0,4) e contínua em [0,4], pois f é do tipo polinomial. 
> 1 ctal que: 


Ва? 4 — 0° 4 443 
de sie Е 527 
AE еле “Bo 3 


Interpretação geométrica: A figura que segue mostra que a reta tangente no ponto c, 
representada pela cor azul, é paralela à reta secante que passa nos pontos (a, f(a)) e (b,f(b)), 
representada na cor verde. 
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d) f(x) = х; а=-2,ђ=0. 


A função é derivável em (-2,0) e é contínua em [-2,0], pois f ё do tipo 
polinomial. Assim, 


, , _0'–(–2) 
f (c) =3c° = 02) 
es 
2 
m EE 
3 J3 3 


Interpretacáo geométrica: A figura que segue mostra que a reta tangente no ponto c, 
representada pela cor azul, é paralela à reta secante que passa nos pontos (a, f(a)) e (b.f(b)), 
representada na cor verde. 
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a =0,b = m2. 


e) f (x) = cos x; 


A função f é contínua em СЯ e ё derivável em (0.7) Assim, 


Л 
cos — — cos 0 


f (c) = —sen с = 2 
T 
20 
2 
0-1 
— sen С = — 
£ 
2 
2 
с= агс sen —. 


Interpretação geométrica: A figura que segue mostra que a reta tangente no ponto c, 
representada pela cor azul, é paralela à reta secante que passa nos pontos (a, f(a)) e (b,f(b)), 


representada na cor verde. 
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f) fO)=tgx; а-л14,Ь5-3л/4. 
" 2 4 л 3л 1 | 
A função f(x)=tg x não é contínua em БЕ . Portanto, não se aplica о 
teorema. 
g J@G)=tgx; a=0,b=7/4. 


А função f(x)=tgx é contínua em D z| e é derivável em [o z) . Assim, 


л 
tg ——tg 0 
f (c) = sec? c = — < 
мй 
2 1-0 2 
sec’ c ==— > зесс=— 
л 
4 


2 
sec c =— 
УЛ 


с = arc sec —. 
Ул 
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Interpretação geométrica: A figura que segue mostra que a reta tangente no ponto c, 


representada pela cor azul, é paralela à reta secante que passa nos pontos (a, f(a)) e (b,f(b)), 
representada na cor verde. 


f(x) 


л/4 


һ) fo)s41-x5 x=-1,b=0. 


A função f(x) é contínua em [-1,0] e derivável em (-1,0). Assim, 


Ро e 1-0? =1-(=17 


1— c u=(=1) 
—с 1-0 
=> =— 
1-c? 1 
-с541-с" 
e =l- 
с2+с2=1 > 20? =1 с? = 
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Interpretação geométrica: A figura que segue mostra que a reta tangente no ponto c, 
representada pela cor azul, é paralela à reta secante que passa nos pontos (a, f(a)) e (b,f(b)), 
representada na cor verde. 


D fG)= x; a=-l,b=l. 


A função é contínua em [—1,1] mas não é derivável em (—1,1). Assim, não se aplica 
o teorema. 


j) ых a=-1,b=1 


A função é contínua em [—1,1], mas não é derivável em (-1,1), porque não é 
derivável em x=0. 


lim AFO im Са y 


x>0 х-0 " x05 X Р Es FO) 
x07 х-0 х-э07 X 


Assim, não se aplica o Teorema. 
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2. A função f(x)=x” -1 é tal que f(x)= f(-1)=f(1)=0. Por que ela não verifica o 


Teorema de Rolle no intervalo[-1,1]? 


/(х)-х23-1-4/2-1 
аде San LEA 


A função f nào é derivável no intervalo [-1,1], pois não é derivável em 0. 


. Ax -1-4/0251 ,. Nx : 1 
lim = lim = lim — = œ 
x>0* х-0 хәй x x>0* 3 lx 
3. Seja f(x) = —x^ +8x” +9. Mostrar que f satisfaz as condições do Teorema de 


Rolle no intervalo [-3,3] e determinar os valores de сє (-3,3) que satisfaçam f(c)=0. 


A função f é função polinomial, portanto é contínua e derivável em qualquer 
intervalo. 


Em particular é contínua em [-3,3] e derivável em (-3,3). 


3 дэл ЭРЭ) 
—dce(-33) / Pee C 


1(83)=–81+72+9=0 


о f(3)- /С3)=0 


Ғод--4х +16x 
-4с +16с = 0 
c=0ou-4cº +16=0 


=> c=0,-2,+2. 


A figura que segue ilustra a situação apresentada. 
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4. Usando o teorema do valor médio provar que: 
a) Isen 0 - зеп #1510 - а |, VO, ає R; 
Seja f(x) = senx . f é contínua e derivável em А. 


Considerando-se f contínua em 6, a] e derivável em (0,4) => ace (0,0%) / 


ma JO) TU) 
Tee 22-7 
cose = NA send 
а-0 
| | 2 |sen a — sen 6| 
СИГ s 
| | Е |sen 6 — sena 
а 


[sen O — sen a| = (сов с le — a| 


lcos c| <i> [sen 8 — sen о] < Ө — ој 


рага 
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буое R 
д<а 


Analogamente, mostra-se рагад > с. Se 6-а ё trivial. 


b) sen0<0,0>0. 
Seja f(x) = sen x—x . fé continua em [0,0], 0>0. 


f éderivável em (0,0), 0>0 


> ce (0,0) 
SENIORE 
fo 5 


f(8) - f (0) =(0–0) fc) 
зепд — Ө = Ө (cosc—- 1) 


cosc=0 => cosc-1«0 
0 (cosc - 1) « 0 


=> sen0-0<0 = sen0 < Ө 


0«cosc «12» cosc-1«0 
0(cosc - 1) « 0 


=> sen0-0<0 = ѕепӨ < Ө 


—]«cosc < 0 => соѕс-1< 0 
Ө (cosc - 1) «0 


=> зеп0-0<0 = ѕепӨ < Ө 


Рага 0 = 0 temos sen 0 = 0 . Portanto a desigualdade é satisfeita. 


5. Determinar os pontos críticos das seguintes funções, se existirem. 
a) y=3x+4 


у-3 
y=3z0 


Portanto, nào admite ponto crítico. 
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b) y=x"-3x+8 
у-2х-3 


2x-3=0 = 2х=3 . x= 


о |] зэ 


c) y=2+2x-x 


y 22-2x 
2-2х-0 > 2=2x .. x=1 


d) у= (х - 2)(x + 4) 


y =2x+2 
2x+2=0 > 2х--2 . х--і 


е) у-3-х 
у--3х 
—32=0 = 3x20 5 х=0 
f) y=x)+2x] +5х +3 
y 23x! +4х+5 
Зх? +4x+5=0 
| —4t416-60 -4twX-44 
6 6 


> Я no ponto crítico. 


g) y 2 x! + Ax? 
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y 24x +122? 
4x +12х 20 
х? (Ax -12) = 0 


хэрэ x=0 


4x+12=0 
4x=-12 
_ 12 
4 


Pontos críticos: 0,—3. 


h) y =sen x 
у = соѕх 
cos x= 0 


ха ear pega o у 


1) y=cos x 


у--вепх 
=senx=0 = senx=0 
хэл, kez 


p y-senx-cosx 


y = cos x – (—sen x) 
У = cos x+ sen x 
COS x + sen х = 0 
COS X = —senx 


Esa, ke Z 


k) Усе-х 
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y =e" =] 
e*-1=0 
e" =1 

Ine" =1n1 
ше" =0 
xIne* =0 
x=0 


1) y = (x 2 - 9) > 


me E (х^-9)17°.2х 


4 


x 
34x? -9 


2.10 eed ese 24520 


34x? -9 


у 


Além disso, nos pontos x, =3 e x, —3 não existe a derivada. 


Pontos críticos: x, =0,x,=3 e x, —3 


m) Е. 
d х-4 


, (x? -4).-x.2x 
(20 (3 -4y 


, x'-4-2x! -x'-4 EN 
(x^-4y | (x!-4y 
2 
rss -4=0 
Nox 
-хі-4 
x? 2-4 


Não existem pontos críticos. 


n у-і2х-31 
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2x—3 se mS 
2 
y= 
—2x+3 se x«— 
2 se х>- 
y- 


é um ponto crítico. 


WN | S 


3 | _ . 
Para x= 2 a derivada não existe > x= 


х,х<0 
о) нәз 
x 


? x20 
Ке 1 х<0 
X = 
2x, x<0 


f (x) não está definida para х=0 = х=0 é ponto crítico. 


6. "Determinar, algebricamente, os intervalos nos quais as funções seguintes são 
crescentes ou decrescentes. Fazer um esboço do gráfico, comparando os resultados. 


a) f (x) 2x el 


f(x) 22 > 0 para todo x. A função é crescente (-оо,4оо) 


ж 


Јо) 
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b) Р(х) =3-5х 


f(x) = —5 < 0, para todo х. A função é decrescente (—оо, +оо). 


с) Р(х) = Зх? +6х +7 


Р(х) = 6х+6 
6x+6>0 
6x+6<0 
бх>-6 
=> х<-1 
6 
х>-- 
х»-1 


Em (-І,-о|, f(x) é crescente 


Em [-c0,—1], f(x) é decrescente. 


d) fG)sx!-2x! -4х +2 
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Р(х) = 3х? +4x-4 


3x? +4х-4>0 
4 2 

Х, == — = == 
6 3 

x, --2 


2 
A função é crescente em [-00,-2] U ES . 


2 2 
A função é decrescente em E 22) é decrescente. 


e) f G9 = (x -DQ - 2)(x +3) 


Рб) = х? -7х+6 
FG) = 3х? -7 
3х? -7=0 


e 
3 


A função é crescente em - о,- J | Ын | 
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= 17 |7 
A função é decrescente em - 3” i 


Јо) 
4 


f) f6)=5+sen x 


gs coss 
2 

1 

— + cos x > 0 

2 


1 
совх>-- 
2 


(-4л -2л | |2л Ал 2л 4л . l 
925 , ) | зү» | — + 207, — + 2пл |, neste intervalo cosx<—— 
3 3 3 3 3 3 2 


==> decrescente 


[-27 27 | [47 87 2л 2л : 1 
... : А : р =|- + 2пл, — + Зпл |, neste intervalo cos x > —— ==> 
3 3 3 3 3 3 2 


crescente 
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f(x) 


g) Р(х) =2* 


f(x) =2* In2>0. A função é crescente em (-оо,4оо) . 


h) fose” 


f(x) 2—e* <0 . A função é decrescente em (-оо,4оо) . 


1) Р(х) = хе“ 


Р(х) = х.е“) +e * 


1-х>0 
-х»-1 


x<l 


A função é crescente em (-c0,1] e em [1,+00) é decrescente. 
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2 


р у=— 
x-1 
2 (x-D.2x-x'.l 
di c аш 
| 2x! -2x- x 
(x-1) 
| Ox! -2x 
(x-D* 


x*-2x 
(х-І) 


>0 > х-2х>0 
х(х-2)>0 


A função é crescente em (—°,0] е |2,4) е é decrescente em [0,1] O [1,2]. 


= N о ол a од o № 
n I I | 1 1 I fi I » 
Ї T + + + + T T T 


' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
. 


k) Жы 
x 


" 1 x'-1 
Год == 
X 


2 
x 


х=] 


2 
X 


>0 > Y*-1>0>(G-DG+D>0 


A função é decrescente em [—1,0]U [0,1] e é crescente em (-00,-1]U[1,+00) . 
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ю ш + tU o с 
——— 


1) f x) = е" sen х, хЕ [0,27] 


Р(х) = e” cos x+ sen хе“ 


= е* (cos x + sen x) 


A função é crescente em D жі U Е e ё decrescente em EX А 


| | | 
n/2 x 3л/2 51/2 


7. Determinar os máximos e mínimos das seguintes funções, nos intervalos indicados. 


a Род=1-3х, [-22] 
Го) =-3 


—3«0 Y x ==> a função é decrescente em [-2,2]. 
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= /(-2)-1-3(-2) = 7 é máximo da função em [-2,2] e /(2)-1-32-1-6--56 
mínimo da função em [-2,2]. 


b) f(x) = x Е 4, [-1,3] 
FO)=2x 
2х= 05 х= 0 é ponto crítico. 


7—1) xC)” -4= -3 
/ (0) = —4 ==> 
f(3)=3*?-4=5 


- 4 é mínimo em [-1,3] 


5 é máximo em [-1,3] 


с) f00)=4-3x+3x%, [0,3] 


Р(х) =-3+6x 
—346x20 
6x 3 


1, у, 
х= 2 é ponto crítico 


F(0)=4 
2 
| 
2 2 2 2 4 4 
ҒӨ)-4-3.3-3.32-4-9-27-22 


==> 22 é máximo em [0,3] е 13/4 é mínimo em [0,3]. 


d) f(x) = x - x*, [0,5] 
Ғод-3х-2х 


3x?-62=0 
х(3х-2)-3 


25 E 
x=0 e x= 3 são pontos críticos 


F(0)=0 


AQ - 2Y 8 4 8-12 -4 
АУ КА тау Coro 20797 


/ (5) = 9 - 5° =125—25 =100 


Ae mínimo da função 
27 $20- em [0,5] 


100 é máximo da função 


x 
1+ х 


е) ДО) = 


=> [—2,2] 
(1- x?)1— x (2x) 
(1+x?y 
E 1553 =D" 
(1+ x?y 
1-x? 
“dr 
1-х? =0 


x = le x = – 1 são pontos críticos 


ГО) = 


a == === 
Л-0-22-5 
==> 
/0)-42:-2 


- é máximo da função. 
| em [-2,2] 
F é mínimo da função 


f) f(x)=lx—21, [1,4] 


х-2, х>2 


2-х, х<2 


көзі 
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Fo 1 x>2 
Ху 
-1, х«2 
Г.О) não existe — 2 é ponto crítico 
70)-1-2|-1 
70)-02-2/-0 
f(4)=|8-2]=2 


2 é máximo е 0 é mínimo da função em [1,4]. 


g) f (x) = cosh х, [-2,2] 
f'(x)= sen hx 


sen hx = 0 


x = 0 é ponto crítico 


fO = cosh 0 = =1 


e+e” 
f(-2) = cosh (-2) = Е 3,76219 
e+e” 
f (2) = cosh (2) = = 3,76219 
16 mínimo 
e? + 27 em [-2,2] 


é máximo 


h) fO)=tgh x, [2,2] 


f(x) = весћ х = = - 
(е + e) 


4 "NE 
| Ї >0 Vx => a função é sempre crescente. 
x e 
e" +e 
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-2 2 
f (72) = tgh (22) = — é mínimo 
e +e 


== 


2 — 
J Q) = tgh2) = - E é máximo 
e^ +e 


i) f(x)=cos3x, [0,27] 
f()=-3sen Зх 


—3 sen 3x = 0 


л 2л Зл 4л 5л " E 
, —, ——,—,—,=, 27 são pontos críticos 
Эс 23. Е ТБ; 


f0)2K = = = =f(27)=1 é mínimo 


TT Зл 5л 
f(—) = К—) = Е——) = -1 é máximo 
са) С.) C) 


j) Р(х) -сов х, [0,27] 
f (x) = —2 cos x sen x 


—2 cos x sen x = 0 


cosx=0 ou senx=0 


л Зл " P. 
x= d sáo pontos críticos 


f(0) = соз? 0-1 


TT 27 
- |= cos“ — = 0 
43) 2 


f(a)=cos z =1 


fQ2z)-1 


1 é máximo e O é mínimo 
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f(x) = 3 sen? x . cos x 


2 
3 ѕеп x . cos x = 0 


senx=0 ou cosx=0 


Z _ РЕ 
x=0 e x= > são pontos críticos 


f(0) = sen? 0-1-0-1--1 é mínimo 


(£e 71-170 é máximo 


8. Encontrar os intervalos de crescimento, decrescimento, os máximos e os mínimos 
relativos das seguintes funções. 


a) f(x)=2x+5 
FO)=2 
2>0= a função é sempre crescente 


А máximo e mínimo relativo 


B» =з 
Р(х) = 6х+6 


6x+6>0 
6x>-6 


x>— 
6 


х»-1 
Em [-1,+0o] a função é crescente 
Em (-с°,-1] é decrescente 
х= —] é ponto crítico (de mínimo) 
f(-D=3(-Dº +6(-D+1 
=3=6+1 


——2 бо mínimo da função 
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с) g(x)24x -8x 


g(x)212x? - 16x 


12x? -16x 20 
x (12x —16) » 0 


A função é crescente em (-оо,0) U ES e decrescente em Ë 3 : 


4 _ 2 
бе 3 sáo pontos críticos 


f(0)=0 — máximo 


Аа Es — mínimo 


d) һо) = а-л? + х? - 6x5 


БЕКІ ПЕН. 
3 2 
= х? +х-6 
= (х-2) (x+3) 
A função é decrescente em [-3,2] e em (-00,-3]U[2,+c0) é crescente. 
-3 é ponto de máximo 
2 é ponto de mínimo 


SE Былай: чиш 
ала 42-37 -6(-3) +5 


sleja igis 
3 2 


-54-27-108-30 27, ,. 
LIEN A MERE NC 
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n)=I8+14-6.245 
2o 72 
ES 
3 


МЕСТ 
ecc mamo 


t-1 
e) PU АЁ, 


(+11-(1-1)1 
(2+1)? 
_t+l-t+1 
ЕТЕ 
БЭЭ. 
ET 


O= 
> 0. A função é sempre crescente. A máximo nem mínimo 


f) FO=1+2,1%0 


; ene] 
[XD UT 2 


21500 
(2-1) +] > 0 


A função é decrescente em [—1,0) 0 (0,1] , e é crescente em (-,- 1] 0 [1+ со). 
-1 é ponto de máximo 

1 é ponto de mínimo. 

/(С 1) =—1+ 4 =-1-1=-2 é máximo relativo 


FO) =1+1= 2 é mínimo relativo 


g) g(x) = xe 


g (x) = x e” +e 


хе +е -e(x-0)»0 
х+1>0 
х»-1 


Em [-1,+00) a função é crescente e em (—оо,– 1] é decrescente 


-1 é ponto de mínimo 


g(-D=(-De! =-e! = ES é mínimo. 
e 


Ee 


E 


h(x) é definida para x > 0. 


h) h (x) = 


h'(x) = ——— 
X 


-1 
2x x 


A função é decrescente em (0,+00). A máximo ou mínimo. 


<0,Ух>0 


1) f(x) H2-6xl 
1 
2—6x se жээ 
Р(х) = 1 
6x-2 se х>- 
3 
—6 se Ir 
ҒО) = 


6 se шаг 
3 
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CP 1 > 
A função é crescente em qe e é decrescente em | —co,— |. 


x —— é ponto crítico 


I 
3 


f Е =() é mínimo da função. 


х-4, х<-2 
j) ко = 
X 


(3) 1, х<-2 
Хх) = 
: 2x, х»-2 


g'(0) 20 e g'(-2) não existe. Portanto, -2 e O são pontos críticos. 
A função é crescente em (-0,-2]U[O,+00) e decrescente em [-2,0]. 


f (—2) = 2 é máximo 


f (0) = -2 é mínimo 


3-4, t>0 
k) h(t) = 
41+3, 1<0 
: -4, 1>0 
h (1) = 
4, 1<0 


h'(0) não existe. Portanto, t = 0 é ponto crítico. 
Em (~ 05,0] a função é crescente e em [0,+00) é decrescente. 
t=0 é ponto de máximo 


h(0) 23 é máximo da função. 
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Pontos críticos: x 2-1 e x=0. 

A função é crescente em (— 00,0] e é decrescente em [0,+00). 
x=0 é ponto de máximo 

х=-1 não é um extremo 


f(0) 21-0? 21 é máximo da função. 


10- (1-3) , х<-2 
m) а(х) = 45(x-1) ‚ —2<x<-1 


—.J91+(x—2)2, x>-1 


—2(x-3)=-2x+6, х<-2 
g(x)245 -2«х«-1 


-4914-(x-2), х>-1 


-2(х-3)>0 

2(х-3)<0 х-2 Т x—2<0 
х-3<0 -91+ (x-2)? x<2 
x<3 


Em (- со,+2 а função é crescente e em [2,+00) é decrescente. 


x=2 é ponto de máximo. 


28(2)--4914(2-2) --491 é máximo. 


9. ыг Encontrar os pontos de máximo e mínimo relativos das seguintes funções, se 
existirem. Fazer um esboço do gráfico e comparar os resultados. 


a) f(x)=7x -6х+3 


Ғод-14х-6 
14x-6=0 
14x=6 
6 
х=— 
14 


3. Ре 
x= - é ponto crítico 


f'o)-14 


7 © =14>0 > x= E é ponto de mínimo relativo 


g(x)=4-2x 
4-2x=0 
4= 2х 
х= 2 
8"(х) --2 


g(2)2-2«0 = х= 2 é ponto de máximo relativo. 
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с) һо) = za 434-7549 


h'(x) = 30 +6х-7 


-6+4 
x +6x-7=0 > x= ов E 
| -6t464 -6t8 
2 2 


x, = lex, = –7 são pontos críticos 


(х) 22x46 


h(1)=2+6=8>0 = 1é ponto de mínimo 


й”(-7) =2 (-7)+6=-14+6=-8<0 = —7 é ponto de máximo. 


h(x) 
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d) по) o Za +40 -4х+8 


itn аа аа ий 3 
4 3 


x*-5xº +8х-4=0 

x=lex=2são pontos críticos. 

h'(x) = Зх? -10x 48 

h"(1)=3-10+8=1>0 = x=1 é ponto de mínimo 


һ(2)-34-10х-8 
-12-20-8 
=0 


Nada se pode afirmar usando o teste da derivada segunda. 
Analisando a derivada primeira 
и) = (x — D(x— 2), 


temos que h'(x) > 0 para x > 1. Portanto, h é crescente em [l, +00) e x = 2 não é máximo nem 
mínimo relativo. 
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2 


г, 1<0 
e  f(0-1., 
3t, 120 
2t, 1<0 
t)= 
pe А г»0 


Em (-сө,0), f'(f) «0 eem (0,+00), f'(1)>0. 


Pelo teste da derivada primeira, t = 06 ponto de mínimo. 


2 

Бі 
+ 
al 
sl. 
al 
al: 
4 
"Ë 


f) f(x) = 6x? —2x 


Г) = 62a -2 


=4x 8-2 


x = 8 é ponto crítico 
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” =] —4/3 —4 —4/3 
x)=4— х = 
f (х) 3 3 


” шээж -4/3 
f (8) = 3 .8 


> 8 é ponto de máximo 

f (0) nào existe. Portanto, x = 0 também é ponto crítico. 
Para x<0, f'(x) « 0. 

Рага 0< x < 8, f'(x) > 0. 


Portanto, usando o teste da derivada primeira, segue que x = 0 é um ponto de mínimo. 


0) J@(@)=5+(x-2)5 


ГО) = (2) 
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26-2)" =0 
(1-23 =0 
x-2=0 


x — 2é ponto crítico 


f(x) é sempre > 0— Я máximos nem mínimos. 


h) f(x) 234 Qx 4 3)'5 


Ғоз- tox 53522 


- 5 (2x +3)? 


Ё (2x+3) = 0 


(2x+3) = 0 
2x+3=0 > 2x=-3 


P ” 
x = —— é ponto crítico 
2 
Vamos usar o teste da derivada primeira. 


FO) == (2x - 3)5 > 0 


(2x+3) >0 
/2х-3>0 
2x+3>0 
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2x>-3 


3 
х>-- 


f (x) é decrescente рага em - 2-3) e é crescente em B9 . Logo, 


x= z é ponto de mínimo 


4x 
x +4 


1) 800- 


кы гэн 
(x^ +4) 
_ 4х? +16-8x? 
Em на) 
| -4х? +16 
i (x^44y 
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-4х +16 _ 
(+4)? | 
—4x? +16=0 
4х? =16 
x =4 


x = +2 são pontos críticos 


: (x? +4) (80) – (4х2 +16).2 (x? +4).2x 
g (х) = 


Gc +4)‘ 
| 8x? —96x 
(x? +4)? 
p'(2je сан <0 = 2 é ponto de máximo 
512 512 
87(-2) = позва >0->-2 é ponto де mínimo. 
512 
Teto) 
| 
2+ 
x+1 
| EE + M 
D oa 


: (32-2х42).1-(х41)(2х-2) 
ћ(х) = - - 
(x? - 2x2) 
_ x)-2x+2-2x]+2x-2x+2 
(Х-2х-2) 
_ =x –2Х+4 
(х^ — 2x + 2)° 
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—x—2x+4 

(2 -2х+2 — 

-х-2х44-0 

x! +2x-4=0 

х= —1+ 5 ех, --1-4/5 são pontos críticos 


(x) > 0e —x –2х+4>0 <> xe -1-45,-1+ 5). 


-»-1445 é ponto de máximo e —1 — 45 é ponto де mínimo. 


7 һо) 


k) РО) =(х+2) (x-1) 


Р(х) =(х+2) (x — D° 
Т (х) = (х+2)* 3(х-12-41х-17 2 (x+ 2) 
-3(x42Y (x-1) +2 (x-1) (x + 2) 


3(x42) (х-1/42(х-1) (x +2) = 0 
(х-12 B(x+2)2 +2 (х—1) (x+2)|= 0 
(х-1) (5х? +14x+8)=0 


4 
a+) (x+2)=0 

4 " " 
x=lLx= E = —2 são pontos críticos 


Vamos usar o teste da derivada primeira. 
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Р(х) = (х= 1)? (5x? +14х+8) > 0 
(x-1y 20 
(5x? +14х+8) > 0 


лей E a 
5 


у 22 4. ЭР 20. 
Portanto, x = —2 é ponto de máximo e x = = é ponto de mínimo. x = 1 não é ponto de 


máximo nem de mínimo. 


ђ f(x) = x 416- x. 


f'G) x 2 06-3) (-04416-х2х 


—_=== + 2x v16-x=0 
“2416 =x 


—x^42x.2 (16-3) 
2416-x 

- x +64x—4x° 20 

5х? -64=0 

x (5х- 64) = 


=0 
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64 _ 2 
X, = 0, х, = — são pontos críticos 
5 


f(x)>0 
64x —5x? »0 


хе (o2 
5 


Usando o teste da derivada primeira conclui-se que: 


O é ponto de mínimo 


64, 324 
ГЭ é ponto de máximo 


10. Mostrar que y = 
todos os números a > 1. 


_ log, x 
x 


log, x 
x 


tem seu valor máximo em x = e (número neperiano) para 
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МЭТ 
, х 


y = 2 
x 


_ log, e — log, x 


х 
log, — 
= 2 
x 
log, — 
` 
lg 2-0 > а%=© 
x x 
1-5 x=e 
x 
eue 
ЭГЧ e 
x'—— log, e-log, —.2x 
e x 
y=— : 


-1 -2108,1 -1 
To = ванг Ba _ 0246 <O paraa >1 
= e e 


= x = e é ponto de máximo. 


y 


11. Determinar os coeficientes a e b de forma que a função f()=x'+ax”+b tenha 
um extremo relativo no ponto (-2,1). 


f(x) = а? + ах? +b 
Р(х) = Зх? + 2ax 


356 
Зх? + ах = 0 
x (Зх+2а) 20 
x = 0 
3x+2a=0 
3x = —2a 


-2а 
Хо 3 


Para quaisquer valor de a e b x=0 é um ponto crítico. 


а , vis 
x= 4 é ponto crítico. 


f'(x)=6x+2a 


6x+2a=0 


бх--2а = t = — 
6 


(22) = &=2|+2а --2а + Орагаа #0. 


E ы: 


Como о extremo deve estar no ponto (-2,1), segue que 


1= f(-2)2-84124 b b 2-3. 


12. Encontrar, a,b,c e d tal que a função f(x)=2ax*+bx” -cx+d tenha pontos 
críticos em x=0 e х=1. Se а>0, qual deles é de máximo, qual é de mínimo? 


ТО) = 2ах? + bx! -ex+d 


f(x) = бах? +2bx=c 


бах? +2bx-=c=0 

x, =0 

x, =1 

Substituindo x = 0, vem 


—c=0 — c=0 


Substituindo x = 1, vem 
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6a+2b-c=0 > 6a+2b=0 


3a+b=0 
За--Б 
—b 

а= — 

3 


РО) =12ах + 2b 
РО) = 2b 
f'() 212a + 2b 


Ainda podemos ter: 


d = qualquer real 


c=0 
a = qualquer real 
b=-3a 


Entáosea »0: f”(0) =2b = 2 (—3a) = —6a 
Ғау-12а--2(-3а) 
-12а-ба-ба 


а>0 = 0é ponto de máximo el é ponto de mínimo. 


13. Demonstrar que a função y = ах? +bx+c, хє R , tem máximo se, e somente se, 
a < О, e mínimo se, e somente se, a > 0. 


y=ax +bx+c 
у =2ax+b=0 > 2ax=-b 


—b 
Х--- 
2а 
y =2а 
-b , 22 
2а>0 еа т аны 
yl = 2а 5 
с 2a «0€» а «0— — é ponto de máximo 
a 
14. Determinar os pontos de inflexão e reconhecer os intervalos onde as funções 


seguintes têm concavidade voltada para cima ou para baixo. 


a) f(x) = -x! - 5x? — 6х 
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f(x) = -3x! +10x— 6 
f(x) = -6x +10 


— 6x+10>0 
— 6x >-10 Em - =? а função é côncava para cima 
3 
6x<10 5 
xc 10 Em E ==) а função é côncava para baixo 
6 
5 
x«- 
3 


Em x= 2 temos um ponto de inflexão . Е f 8] é um ponto de inflexáo. 


b) f(x) = Зх - 10x? -12x? +10х+9 


Р (х) 312x? 30x? – 24x +10 
f'(x) = 36x? – 60x – 24 


36x? – 60х – 24 > 0 
3х2 -5x-2>0 


(х-2) БЕН. 


x<-1/3 ou х>2 


- 52) côncava para baixo 
l у . 
- =- U (2,+00) côncava para cima 


І | 2 
Em x, = 25 X, =2 temos pontos de inflexão. 


Os pontos - > f | ) e (2, f(2)) são pontos de inflexão. 


22 
3 


(х+4)0—11_ -1 
(2+4)? (х+4) 
2(x44) 2 
(x4) (+4) 


РГод>0 
НЕЕ Е; 
(х + 4) 
(xA) >0 
x+4>0 
x>-4 


Род- 


Ро) = 


A função é côncava para cima em (—4,+оо) e côncava para baixo em (—,—4). 


Como o ponto -4е D(f), a função não tem pontos de inflexão. 


d) f(x) = 2xe > 


Ғод-2х.е ".(—3) + e?" .2 
=-6xe” +20” 

Р(х) = -6x e^ (–3)+е > (76) + 2e ^ .(—3) 
=18x e * — бе > — бе > 


=18x e `" —12e * 


18x е “ —12e "> 0 
е > (18x-12)>0 


18х-12>0 
18х> 12 
12 2 
х> х> = 
18 3 
Temos que: 


2 4 
Ет Е ==) f écóncava para cima 
2 ЭРЭ 
Em| – ic f écóncava para baixo 


2 2 2 
Emx- а temos um ponto de inflexão e Е f 8] é o ponto de inflexáo. 
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e) f G) = ne 
Ғод-х е +е“.2х 
Рајех e" + e" .2x + e” .2 + 2 xe" 
=x e" +4х.е* 426" 


=e“ (x? +4x+2) 
е (x? +4x+2)>0 
x +4x+2>0 


Em E 22 594: 42) f é côncava para baixo. 
Em ( оо,-2 - Ju ( 2- 42,46) f é côncava para cima. 


Em x = –2 + 42 temos pontos de inflexão. 


f) Р(х) = 4ух+ Ben 


de сй 


—— 2x 


24x+1 2 


= — 2 х 


Го) = 


+) 


G1) 


(0) <0 


-1-424 (x 1f «0 
-1« 42А(х-1) , о que ocorre para todo x e D(f) 


Assim, a derivada de segunda ordem da função é sempre menor que zero. Não existe 
ponto de inflexão e a função é côncava para baixo em todo o seu domínio. 


2-9 
(1-3) 


g) ХО) = 
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(2-3) 2t-—(t^9).2 (t —3) 


ОБ EO 
_ @-3)[(-3).21-2 4? +9)] 
B (r-3)* 
_ 21" -6t - 2? -18 
(ay 
61-18 
(ay 
ic ES cu (Ға 
f 92 EI 
14-72 
(ay 
f't)»0 
12t +72 
(t-3)* 
12t+72>0 
12t > -72 
t >—6 


Em 1 = —6 temos um ponto de inflexão. 
A função em: 


(—6,+оо) é côncava para cima; 


(-c0,—6) é côncava рага baixo. 


h) Гй)-е cost, te [0,27] 


t 


f (t) =e '(—sent) —cost e” = e (-вепі- cost) 
/”@) = е (– cost + sent)— e" (—sent — cost) 
=2e sent 


fm) > 0 


sent>0 > te(0,7) = f 6сбпсауа para cima em 0, z] 
sent<0 = їє(7,27) = f écóncava para baixo em [7,27] 
(т,-е””) é ponto de inflexão . 
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. 2x- xl, x«l 
1 x)- 
y wu | т 
š 2—2x, x<] 
Хб) = 
1 , Х>1 


-2, x«l 


reto i 


f'(x)»0 não temos valores. 
f'(x)«0 para хе (- 00,1); f é côncava para baixo neste intervalo 
Я pontos de inflexão. 


: x!—-4, х<2 
) Хб) = 1 
4-х, х»2 
Род 2х, х<2 
х)= 
—2x, х>2 
Шо 25222 
x)= 
-2, х>2 


f'(x)»0 para хє(-о,2) = f écôncava para cima neste intervalo 


f'(x)«0 para хє (2,+оо) = f écôncava para baixo neste intervalo 


(2,0) é um ponto de inflexão. 


15. Seguindo as etapas apresentadas em 5.9.1. fazer um esboço do gráfico das seguintes 
funções: 


(a) у-х +4x+2 
Etapa 1: Encontrar D(f). 


O domínio da função dada é o conjunto dos números reais. 


Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 


x=0 => y=2 
y=0 > х’+4х+2=0 


x 
2 


x, = 0,5 x, =-3,4 


Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 


у =2x+4 
2x+4=0 
2х--4 

4 

Х--- 

2 


х-2 > у= (-2)4.(-2)+2 
=4-8+2=-2 


Em x=2 temos um ponto crítico. 


_—4+/16-8 -4:%,8 


2 


--2t42 


Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 


A função é crescente para x 2 2 e decrescente para x € 2. 


Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 
Como y^ = 2 > 0, temos um ponto de mínimo relativo em х= 2. 


Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexào. 


A função tem a concavidade para cima. 


Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 


Não há assíntotas 


Etapa 8: Esboçar o gráfico 
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(b) у=— 


Etapa 1: Encontrar D( f). 


O domínio da função é o conjunto dos números reais. 


Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 


Quando x=0 temos que y = 2 А 


3 2 
T x —2x + =(). Resolvendo esta equação obtemos 


Quando y = 0 temos 
5/2 e 1. 


Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 


= ---2 
цан х 
=x +3x-2 
-x +3x-2=0 
x =2 x =1 


Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 
= х? +3х-2>0 
é crescente em [1,2] 


é decrescente em (—eo,1] U[2,+00) 
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Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 

у =—2x+3 
Рага x=2 temos que у’=-1, o que nos dá um ponto de máximo em x=2. 
Para x=1 temos que у =1, o que nos dá um ponto de mínimo em x=1. 


Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexáo. 


—2x+3>0 
—2x»-3 
x«3/2 


A função é côncava para cima em - ^i) : 
—2x+3<0 
—2х<—3 


x>3/2 


A função é côncava para baixo em (3-і) ! 


3 : " 
Em x= 2 temos ит ponto de inflexão 


Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 
Não temos assíntotas. 


Etapa 8: Esboçar o gráfico 
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(c) y= 2450 2 


Etapa 1: Encontrar D(f). 
O domínio desta função é o conjunto dos números reais. 
Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 
Fazendo х-0 obtemos у-0. Fazendo у-0 vamos ter a equação 
-1 , 5 104247 
E S 


4 3 2 : 2 
Pu +—x —2x -0 que ao ser resolvida obtém-se os valores: O e 


Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 
y =-ж +5x -4Ax 
-x -5x!-4x20 


x'-5x!-4xz0 


x(x -5x+4)=0 


Assim, 
х-0 
x, =4 
x,=1 


são os pontos críticos. 


Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 
Temos: 
Crescimento: (—e9,0) U (1,4). 


Decrescimento: (0,1) U (4,4). 


Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 


y'2-3x! +10x-4 


(4 


у |, =-4., Assim, em х = 0 (етов um ponto де máximo. 


0 


y, =-48+40-4=-12. Assim, em x = 4temos um ponto de máximo. 


У|--3%10-4-3. Assim, em x=1 temos um ponto de mínimo. 
F(0)=0 
/ (4) =-64+106,6 — 32 210,6 
Ша Е iL qug 
4 3 12 12 


Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 


y” =-3x1? +10х-4 

‚ 104/52 _ 

=> = 
6 


_ 10-452 


х--- = 046 


2,8 


—3x!410x-4»0 > (0.46,2.8) concavidade para cima. 


—3х? +10х-4<0 > (-ә, 0.46) U (2.8, + со) concavidade para baixo. 


f(0.4) = — + 0,10 – 0,32 = —0,22 


fQ8)=-15,3+36,5-15,6=5,6 


Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 
Não tem assíntotas. 


Etapa 8: Esboçar o gráfico 


367 


368 


2 
(0y=x+2 =Z 12 
x 


x 

Etapa 1: Encontrar D( f ). 
D(f)- IR -10j. 

Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 
Não corta os eixos. 


Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 


; -2 x-2 
о чеши 
X 
2 
= x!-2-0 
X 


Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 


Em r c0,—/2 | U 2 too) a função é crescente. 
Em Р 42, qu ) a função é decrescente. 


Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 


Temos em х = 42 um ponto de mínimo e em x = –ү2 um ponto de máximo 


2 == EA 
Ло је 2-7 = 2-45 = 242 =-2,8 


А02) 24 =+25 =28 


Etapa 6: Determinar а concavidade e os pontos de inflexão. 
Cóncava para cima em (0,+00) ; 
Côncava para baixo em (-00,0). 


Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 
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пи MES 
lim = oo 
x—>0 X 

E +2 
lim = со 
x>0 X 


Temos que x=0 é uma assíntota vertical. 


Etapa 8: Esboçar o gráfico 


(сі ары 3x+1 
DRA) 


Etapa 1: Encontrar D(f). 
D(f)- IR -{-2,3}. 


Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 
= 0 1 1 
Fazendo Y = temos que x = ES Fazendo x=0 temos у- E^ 


Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 


NE d d 
(x-2)!(x-3) 


2 2 . ~ "P 
3x^ +2x +17 = 0, tem somente raízes complexas. Assim não temos pontos críticos. 
Etapa 4: Determinar os pontos de crescimento e decrescimento. 

A função é sempre decrescente. 


Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 
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Não se têm máximos nem mínimos. 


Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 


, 2x *3x +51x— 11) 
(x + 2y (x -3y 


Analisando o sinal dessa derivada vamos obter: 
Concavidade para cima: (-2;0,21) U (3,4). 
Concavidade para baixo: (—0,21;3) U (—e9,-2) . 


Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 


3x+1 
m—— = 
x29 (x +2) (x — 3) 
3x+1 
lim -------- 
x>- (x -2) (x — 3) 
3x+1 
lim — = од 
x22 (x + 2) (x — 3) 
3x+1 


пп ——— T = оо 

153 (x + 2) (x — 3) 
Temos duas assíntotas verticais x=—2 e x=3. 
Temos uma assíntota horizontal em y=0. 


Etapa 8: Esboçar o gráfico 


=== = 
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Etapa 1: Encontrar D(f). 
D( f) = 2+) 
Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 
Não corta o eixo dos x. Corta о eixo dos у em y = 242, 


Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 


, E 2 д РАБ 
y =—— · Não temos pontos críticos. 
(x+2) 
Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 
E sempre decrescente. 
Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 
Não têm máximos nem mínimos. 


Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 


" 3 


Não tem pontos de inflexão. А concavidade é voltada para cima. 


Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 


Temos que х--2 é uma assíntota vertical e y = 0 é uma assíntota horizontal. 


Etapa 8: Esboçar o gráfico 


212 


(g у= х?? 
Etapa 1: Encontrar D(f). 
D(f) =[0,+00). 


Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 


Encontra os eixos em (0,0). 


Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 


fes 
2 
3 2-0) 
2 
x"? 20 
Мх 20 
x20 


Em x=0 temos um ponto crítico. 
Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 
3 
Zx"? >0 
2 


É | 


Мх>0 


x>0 
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A função é sempre crescente. 
Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 
Não têm máximos nem mínimos. 


Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 


A função é côncava para cima. 
Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 
Não tem assíntotas. 


Etapa 8: Esboçar o gráfico 


(h) y=In(2x+3) 

Etapa 1: Encontrar D( f). 
DA =(-3/2,+00). 

Etapa 2: Calcular os pontos de intersecção com os eixos (Quando não requer muito cálculo). 
Quando х-0 temos que y=1In3. Para у-0 temos х=-1. 


Etapa 3: Encontrar os pontos críticos. 


jo 2 
2x+3 


y 
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2 
2x+3 


=(). Não temos pontos críticos. 


Etapa 4: Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento. 


2х--3 
2x+3>0 


х>-- 
2 


А função é sempre crescente. 
Etapa 5: Encontrar os máximos e mínimos relativos. 
Não tem máximos nem mínimos. 
Etapa 6: Determinar a concavidade e os pontos de inflexão. 


„no -22 — -4 zn 
(2х+3)2 (2x+3) 


A função é côncava para baixo. 
Etapa 7 Encontrar as assíntotas horizontais e verticais se existirem. 


lim In(2x+3) = —oo 
х->-3/2 


Assim em x — —3/2 temos uma assíntota vertical. 


Etapa 8: Esboçar o gráfico 


375 


16. Usando uma ferramenta gráfica, construir o gráfico das funções seguintes, analisando 
suas propriedades e características como apresentado em 5.9.3 


(a) у= (х- 3)(x +2) 


Etapa Procedimento Resultado da análise visual 
1 Construgáo do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 
2 Domínio da fungáo Conjunto dos reais 
3 Conjunto Imagem [-6,2;+00 ) 

4 Raízes reais 3%-2 
Vértice como ponto de mínimo: 
5 Pontos críticos e extremos 
(1/2; -6,2) 
Intervalos de crescimento (1/2,+00) 
6 
Intervalos de decrescimento (-00,1/2) 
Concavidade côncava para cima 
7 


Pontos de inflexão 


Não tem 
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Assíntotas verticais Não tem 
8 
Assíntotas horizontais Não tem 
3 9 2 
(b) у=х ——x =12Х +3 
2 
Etapa Procedimento Resultado da análise visual 
1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 
2 Domínio da função Conjunto dos reais 
3 Conjunto Imagem Conjunto dos reais 
4 Raízes reais aproximadamente em 0,2; 6,3 e -2,1. 
Ponto de máximo em х=-1. 
5 Pontos críticos e extremos 


Ponto de mínimo em x=4. 


377 


Intervalos de crescimento 


(ol) е (4+) 


6 
Intervalos de decrescimento (-1,4) 
. côncava para cima em (1,5;+00) e cóncava para 
Concavidade | 
baixo em (—;1,5). 
7 
Ponto de inflexão Emx=15 
Assíntotas verticais Não tem 
8 
Assíntotas horizontais Não tem 
(c) у-х-32х--48 
Etapa Procedimento Resultado da análise visual 
1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 
2 Domínio da função Conjunto dos reais 
3 | Conjunto Imagem (0,+ео) 
4 Raízes reais x=2 
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5 Pontos críticos e extremos Ponto de mínimo em x=2. 
Intervalos de crescimento (2,+00) 
6 
Intervalos de decrescimento (-<,2) 
Concavidade côncava para cima em todo o seu domínio 
7 
Pontos de inflexão não tem 
Assíntotas verticais Não tem 
8 
Assíntotas horizontais Não tem 
2x 
(d) y = 


x+2 
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Etapa Procedimento Resultado da análise visual 
1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 
2 Domínio da função IR - (-2] 
3 Conjunto Imagem IR – (2) 
4 Raízes reais x=0 
5 Pontos críticos e extremos náo tem 
Intervalos de crescimento em todo o seu domínio 
6 
Intervalos de decrescimento náo tem 
| côncava para cima em (-,-2) e cóncava рага 
Concavidade 3 
baixo em (-2,4). 
7 
Pontos de inflexão não tem ponto de inflexão no seu domínio 
Assíntotas verticais х--2 
8 
Assíntotas horizontais y=2 
2 
(e) y= 


er 


------------------................ 
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Etapa Procedimento Resultado da análise visual 

1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 

2 Domínio da função ІК-(-1,3) 

3 Conjunto Imagem ІК-(0) 

4 Raízes reais não tem 

5 Pontos críticos e extremos x=1 é um ponto de máximo relativo 
Intervalos de crescimento (-00,—1) e (—1,1) 

6 
Intervalos de decrescimento (1,3) e (3,400) 

: côncava para cima em (-о,-І)е (Зло) e 

Concavidade И . 

7 côncava para baixo em (-1,3). 


Pontos de inflexão 


não tem ponto de inflexão no seu domínio 


Assíntotas verticais 


x=-1lex=3 
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Assíntotas horizontais 


(f) y=cosh x 
al 
Etapa Procedimento Resultado da análise visual 
1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 
2 Domínio da função IR 
3 | Conjunto Imagem [1,+00) 
4 Raízes reais náo tem 
5 Pontos críticos e extremos х=0 é um ponto de mínimo 
Intervalos de crescimento (0,+00) 
6 
Intervalos de decrescimento (00,0) 
Concavidade cóncava para cima em todo o seu domínio. 
7 


Pontos de inflexáo 


náo tem ponto de inflexáo. 
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Assíntotas verticais não tem. 
8 
Assíntotas horizontais não tem. 
(g) y = e 
y 
1 
Etapa Procedimento Resultado da análise visual 
1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 
2 Domínio da função IR 
3 | Conjunto Imagem (0, e^) = (0:1,28) 
4 Raízes reais não tem 
5 Pontos críticos e extremos x=1/2 é um ponto de máximo 
Intervalos de crescimento (-<о,1/2) 
6 
Intervalos de decrescimento (1/2,+00) 
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côncava para baixo em (0,21:1,21) 
Concavidade 
7 cóncava para cima em (- 00;0,21) U (1,21;+00) 
Pontos de inflexáo Em -0,21 e 1,21 
Assíntotas verticais náo tem. 
8 
Assíntotas horizontais y=0. 


(h) f(x) = x senx 
JG) 


150 
100 
50 

-10 5 > \5/ 15 
-50 
-100 


-150 
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Etapa 


Procedimento 


Resultado da análise visual 


Construção do gráfico 


As figuras acima mostram o gráfico da função. 
Observar que no segundo gráfico apresentamos 
um detalhamento no intervalo [-7,7], para 
fazer uma análise mais detalhada da função. É 
importante sempre lembrar que graficamente 
temos condições de analisar somente o que está 
visualizado. Daí a importância do 
conhecimento teórico obtido via uso de 
teoremas. 


Domínio da função 


IR 


Conjunto Imagem 


IR 
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Temos infinitas raízes. Especificamente no 


4 Raízes reais intervalo [-7,7] temos: x 2—z7,x 20e x2. 
Temos infinitos. Especificamente observa-se 
no intervalo [-7,7] um ponto de máximo 

5 Pontos críticos e extremos (denotado aqui por x = b) entre 7/2 e 7 eum 


ponto de mínimo (denotado aqui por х-а) 
entre — e —Z/2. 


Intervalos de crescimento 


Temos infinitos. Especificamente em [-7,7] 
podemos visualizar. (a,b). 


6 
. Temos infinitos. Especificamente em [-7,7] 
Intervalos de decrescimento 
podemos ter (—7,a) e (р, л). 
Especificamente em |-7,7| temos: côncava 
Concavidade para baixo em (0,7) e côncava para cima em 
(—7,0). 
7 
Бейге зды кал Temos infinitos pontos. Especificamente по 
УРОШ УНЕ“ intervalo [-7,7] temos x=0. 
Assíntotas verticais não tem. 
8 
Assíntotas horizontais não tem. 


@ Ло) = 4-х 
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Etapa Procedimento Resultado da análise visual 
1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 
2 | Domínio da função [-2,2] 
3 | Conjunto Imagem [-2,2] 
4 Raízes reais x=-2,x=0ex=2. 
Observa-se um ponto de máximo (denotado 
5 Pontos críticos e extremos aqui por x=a) entre 0 e 2 e um ponto de 
mínimo (denotado aqui por x = b) entre -2 e 0. 
Intervalos de crescimento (a,b) 
6 
Intervalos de decrescimento (2,4) е (5,2) 
Р côncava рага baixo em (0,2) e côncava рага 
Concavidade . 
cima em (-2,0). 
7 
Pontos de inflexão x=0. 
8 Assíntotas verticais não tem. 
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Assíntotas horizontais 


não tem. 


0) РО) = хах 


Etapa Procedimento Resultado da análise visual 
1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 
2 Domínio da função (0,--оо) 
[-a,+oo]. O valor de a não está bem 
3 Conjunto Imagem visualizado graficamente, mas pode ser 
encontrado analiticamente. 
4 Raízes reais x=1. 
é possível visualizar um ponto de mínimo 
ы denotado aqui de x=b) nas proximidades de 
5 Pontos críticos e extremos ( q ) Р 


0,5. Observamos que este ponto pode ser 
encontrado algebricamente. 
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Intervalos de crescimento (b,+00) 
6 
Intervalos de decrescimento (0,b) 
É possível visualizar um intervalo em que a 
concavidade é para cima, mas nas proximidades 
Concavidade do zero parece ter uma mudança de 
concavidade que deve ser investigada 
7 algebricamente. 
: = Tem-se a necessidade de uma investigação 
Pontos de inflexão И up 
algébrica nas proximidades do zero. 
Assíntotas verticais não tem. 
8 
Assíntotas horizontais não tem. 
(k) y = (х? +1). 
Etapa Procedimento Resultado da análise visual 
1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 
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2 Domínio da função Conjunto dos Números Reais. 
3 | Conjunto Imagem [0,+00) 
4 Raízes reais x=0. 
5 Pontos críticos e extremos Ponto de mínimo em x=0. 
Intervalos de crescimento (0, +00) 
6 
Intervalos de decrescimento (-<о,0) 


E possível visualizar um intervalo em que а 


2 


concavidade é para cima em (-1,) e nos 


Concavidade . zm | 
demais pontos do domínio tem a concavidade 
para baixo. 

7 
Tem-se a necessidade de uma investigação 

Pontos de inflexão algébrica nas proximidades do -І е 1 para 
confirmar a visualização da concavidade. 

Assíntotas verticais não tem. 

8 
Assíntotas horizontais não tem. 
1 


(D 70) Е 
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Etapa Procedimento Resultado da análise visual 
1 Construção do gráfico Gráfico representado acima desta tabela 
2 | Domínio da função (1/2,+00) 

3 | Conjunto Imagem (0,+00) 
4 Raízes reais náo tem 
5 Pontos críticos e extremos náo tem 
Intervalos de crescimento náo tem 
6 
Intervalos de decrescimento (1/2,+00) 
Concavidade côncava para cima em seu domínio. 
7 
Pontos de inflexão não tem. 
Assíntotas verticais x=1/2 
8 


Assíntotas horizontais 
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5.12 – EXERCÍCIO - pg. 224 


1. Um fio de comprimento / é cortado em dois pedaços. Com um deles se fará um círculo е 
com o outro um quadrado. 


a) Como devemos cortar o fio a fim de que a soma das duas áreas compreendidas 
pelas figuras seja mínima? 


S=7r”+a” sendo ro raio do círculo e а o lado do quadrado. 


temos que 277 + 4а =| = а= =” 


Assim, 


гаг (28) 


P – Алт +4л r’ 
16 


б=лт + 


– Ал +47" 2r 
16 

– Ал + 8m r _ 

16 E 

32zr-4lz -82zrz0 
r 32z +87) = Ил 

бант ES хэй» 

32л+8л° 8+27 


S'-2mr« 


2лк- 0 


87? 


16 


ЕЛЕ 


Í l 8л” р " 
S =21 + >0 = éponto de mínimo 
8+27 16 


l 


Portanto: r — еа- : 
8+ 27 4-7 


41 
4-7 


1º Pedaço: 4а- 
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2º Pedaço: 27r= EB 
4-7 
b) Como devemos cortar o fio a fim de que a soma das áreas compreendidas seja 


máxima? 


Como não existe ponto de máximo na função devemos fazer somente um círculo ou 
um quadrado. Temos: 


з P P 
ПР Л 
2л 2 
P 
quadrado = 16 
> Á >А 


círculo quadrado 
Portanto, vamos usar o comprimento do fio para fazer somente um círculo de raio 


r=—. 
27 


2. Determinar o ponto P situado sobre o gráfico da hipérbole xy =1, que está mais 
próximo da origem. 


Vamos considerar um ponto P(x, y) sobre a hipérbole e a distáncia d deste ponto até a 
origem. Temos: 


1 
d-4x + y! mas y == 
x 


| 1 |x* +1 
d = Е 32 


Para achar o mínimo de 4 podemos minimizar a função 


х* +1 
J = = 
, 2x'-2 
ie ш 
x 
4 _ 
jes шы s s. 
x 
2x*-2=0 => x-tlé ponto crítico 


393 


, 2х+6 
J = 
x 
f”,>0 — t] são pontos de mínimo 
$71. 20 


Portanto P (x, y) = P (1,1) ou P (-1,-1). 


3. Um fazendeiro tem 200 bois, cada um pesando 300 kg. Até agora ele gastou 
R$380.000,00 para criar os bois e continuará gastando R$ 2,00 por dia para manter um boi. 
Os bois aumentam de peso a uma razão de 1,5 kg por dia. Seu preço de venda, hoje, é de 
R$ 18,00 o quilo, mas o preço cai 5 centavos por dia. Quantos dias deveria o fazendeiro 
aguardar para maximizar seu lucro? 


Custo = 380.000 + 4001 

Venda : 200 (300 + 1,57) . (18,00 — 0,057) 

L = 200 (300 + 1,57) . (18,00 – 0,057) — (380000 + 4001) 
L = (60000 + 3001) . (18 — 0,057) — (380000 + 400r) 


І’ = (60000 + 3007) (—0,05) + (18 — 0,057).300 — 400 
L' = –3000 – 151 + 5400 — 15t — 400 
І/-0 => -301+2000=0 

- 301 = –2000 


І/--30<0 = é ponto de máximo. 


Assim, temos que o fazendeiro deve esperar 67 dias para obter o lucro máximo. 


4. Achar dois números positivos cuja soma seja 70 e cujo produto seja o maior possível. 
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x+y=70 

Ў = ху = х(70- х) = Т0х- х? 
f=70-2x 

/'=0 => 70-2х=0 = x=35 
J” ==2 


Л”, =-2<0 = x=35 é ponto de máximo. 


Portanto x = 35e у = 35. 


5. Usando uma folha quadrada de cartolina, de lado a, deseja-se construir uma caixa sem 
tampa, cortando em seus cantos quadrados iguais e dobrando convenientemente a parte 


restante. Determinar o lado dos quadrados que devem ser cortados de modo que o volume 
da caixa seja o maior possível. 
V -(a-2x)x-(a'-A4ax*4x^))x 
V 2a? x -Aax? +4x* 
V'=a” -8ax412x? 
a? -8ax 4 12x? = 0 
х=а/2 ou х=а/6 
У"= —8а + 24х 
V"(a/2) =-8а-+12а = 4a > 0 > а/2 é ponto de mínimo 


49 =-8a + 24. = Да <> а/6 é ponto de máximo. 


Portanto: os lados dos quadrados devem medir — unidades de medida. 


6. Determinar as dimensões de uma lata cilíndrica, com tampa, com volume V , de forma 
que a sua área total seja mínima. 


А =2zrh + 2a? 


Temos que: 


A= 2m 7 + 2ar? 
AY 


Ie 
r 
dnt im 
r 
4 -2У +4m* 
r 
-2V +4m = 0 
4л? =V = 
id 
г=3|— 
2л 
Am д» 
r 


А| Eje ear 


v 1 


=87+47=127>0 


У . po 
> г= 3) — é ponto de mínimo 
27 


Portanto, 

ІШ 

у | 

27 
S E 128 
лу? у? л 
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7. Duas indústrias 4 e B necessitam de água potável. A figura a seguir esquematiza a 
posição das indústrias, bem como a posição de um encanamento retilíneo /, já existente. 
Em que ponto do encanamento deve ser instalado um reservatório de modo que a metragem 
de cano a ser utilizada seja mínima? 


^ 


A = 4 km 
b = 2 km 


Reservatório 
C = 12 km 


Encanamento AR = Ма? +(с-х)? 
Encanamento BR = Vb? + x? 
L(x) = Ja? +(c—xy +? + x? 
L(x) = 16+ (2-х)? + 44 x? 

1 2(12— x) (0 " Zx 


L'Q) = 
2 (16+(12-x)? 2444x 
x—12 x 
= + 
V16+(12-x)? J4+x 
L20 > х—12 x 


—— = 0 

Ji6442—3) dx 
(x12) V4+ x? + x 16 (02-53? =0 
(х-12)? (4+ x!) = х? (16+ (12- x)?) 

(x? — 24х +144) (4+ x!) = х? (164-144 — 24x + x°) 

12x? +96Х – 576 = 0 


х? +8х—48= 0 
x =4 x, = —12 não interessa. 
Vis 16 4 


(x? -24x4160) ^ j (х2 +4) 
34/5 


L(4)=>—>0 = х= 4 é ponto de mínimo 
100 


Precisamos ainda analisar os extremos pois 0 < x € 12. 
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L(0) =12,64+2=14,64 
L(12) 2 4412,16 21646 
L(4) = 8,94 + 447 213,41 


Portanto, x = 4 é o ponto de mínimo procurado. 


8. O custo e a receita total com a produção e comercialização e um produto são dados por: 
C(q) = 600 + 2,2q 

R(q) = 10а – 0,0063? 

sendo 0 <q <900. 


(a) Encontrar a quantidade 4 que maximiza o lucro com a venda desse produto. 
14) = R(a) - Cla) 

= 10q — 0,0064? — 600 – 2,24 

= —0,0069” + 7,84 — 600 


ІД4)--0,0124--7,-0 
0,0124-7,8 
4 = 650 


Га) = – 0,012 «0 
Assim q = 6506 ponto de máximo. 


(b) Qual o nível de produção que minimiza o lucro? 
A figura a seguir apresenta o gráfico da função lucro 1(4)- – 0,0064: + 7,8q – 600. 
Temos que o lucro mínimo é igual a zero e ocorre no nível de produção q = 82. 
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100 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 


(с) Qual о nível de produção correspondente ao prejuízo máximo? 
Observando novamente a figura podemos observar que o prejuízo é de 600 para 
4-0. 


9. O gráfico da função С(9) = ка!“ +F, 414,41, sendo К, а e Е constantes 
positivas, é denominado de curvas de custos a curto prazo de Cobb — Douglas. Essa curva é 


bastante utilizada para representar os custos de uma empresa com a produção de um 
produto. 


(a) Dar o significado da constante F . 
Temos que F representa o custo fixo. 


(b) Verificar que, quando 2 >l, a curva é cóncava para baixo e interpretar esse 
resultado sobre o ponto de vista da Economia. 
Na figura a seguir apresentamos um exemplo рага K=2, а= Зе Е-8. 
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Portanto, С"(4) 40 = С(а) é cóncava para baixo. 


Sob o ponto de vista da economia isso significa que o custo marginal decresce a 
medida que o nível de produção aumenta. 


(с) Supor К 22, а=Зе F=8 e determinar se existir, o valor de q que fornece о 
custo médio mínimo. 
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, E 4 1 8 41 
С'(9) = 2 EE 42-в47--3 ` 2772 |-$4% Бо 
4? 4 q 
T 
pet =8 
31 
r Е ит 
q=(-6) 


Como 4 <0 não há q que produz custo médio mínimo. 


(d) Usando os mesmo valores de item (c), determinar o nível de produção que 
minimiza o custo marginal, no intervalo 125 <q < 125000. 


, 2 -2 2 . 
C (q) = 2 4 ^s é o custo marginal, que vamos denotar CM. 


D: 42 
СМ (а)--.--4 ^ -0 A 
uud 
CM (125 000) = 0,000 266 


Como CM (q) é decrescente, q -125 000. 


10. Qual é o retângulo de perímetro máximo inscrito no círculo de raio 12 cm? 
Supondo que o retângulo tenha lados x e y e o círculo raio г=12 temos: 
Perímetro =2x+2y 


Observando o triângulo retângulo de hipotenusa igual ao diâmetro e catetos x e y temos: 
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24 = x° + y” 
у? =576— x° 
у= 1576-х? 


Substituindo esse valor па expressão do perímetro temos: 


P22x424516- x 
za 2003 _ 2576-х? -2x 
24516-x 576-x? 
Р'=0 > 2576-х? -2х=0 
24516- x! 22x 


576 — х? = х? 
2х? = 576 
x?=288 .. х-:-/288 = 16,97 
29382 ог ВА. 

7 2 /576 – x? —1152 
PE 2 š 3⁄2 

516-3 (576 - x?) 
P”, > E-0,236<0 


16,97 


4288 = 16,97 é ponto de máximo 


==> O retângulo de perímetro máximo é o quadrado de lado 4288 . 


11. Traçar uma tangente à elipse 2х” + y? = 2 de modo que a área do triángulo que ela 
forma com os eixos coordenados positivos seja mínima. Obter as coordenadas do ponto de 


tangéncia e a área mínima. 


Na figura que segue temos a visualizagáo do problema. 


Seja (х,у) o ponto de tangência. 
А equação da tangente é dada por: 


YY -m(x-— х) 


Vamos encontrar os valores de x e y onde a reta tangente corta os eixos. 


Sex=0 > у-уз-тх, 2 узу-тх, 
- - i 31... 
у=0 > -у,-т(х-х)) 3 -= =x- X 

m 
Se 
2 У! 
x= x -— 
m 


Área do triángulo: 


[s EJ (у, —mx,) 
А = o 
2 


Sabemos ainda que: 


que é a funçào que queremos minimizar. 


2x + y = 2 
4х+2уу = 0 
2yy = —4х 
‚_-4х__2х 
"2 у 
-2x 


m(x) = 
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Substituindo em A vem: 


Ainda temos que: 


2x +y =2 
у =2-2x/ 
y = J2—-2x° 
Então: 
Хэ 4 Ё 1 
41207 аа 0р 
-4 5 
х, 02-2, .0-1 x 2-27 КЕ 5 25024 
77 242 - 2x, 2-2) 
< 2 e 2 2 
(s 2 2x | X, \2—2х% 
: 2Х 
A=0 > 2-02-25 =0 
42-2х/ 
252-02-2х2)-0 
4x) -2=0 
1 1 l 
Au si = cem ee. |= 2-0 
' 2 | E D) 
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, 1 1 ; 1 1 
Como А <0 em | -—=,+—= | e А >0 еп |-1-— | 0] = All, 
42 42 
temos que: 


X = é ponto de mínimo 


ES 
2 


| Laia es 1 E эх 
Assim as coordenadas do ponto de tangência são E e a área mínima: 


ma c EN" 


4X У, qo 4-11 


Finalmente temos a equação da tangente no ponto encontrado: 


У-У-т(х-х) 
EXP 
Reg 


1 2 
pot [0-2] 
2 
y-1=-42x+1 
yt42x-220 


12. Mostrar que o volume do maior cilindro reto que pode ser inscrito num cone reto é 4/9 
do volume do cone. 


A figura que segue mostra um corte vertical do cilindro inscrito no cone. 


" 2 
Vua = Л X y 
h(r-x) лгћх —лћх 
У =z x h(r-x) zrhx —-zhx 
r 


v= 2xrhx-3mhx 


r 


7 
V=0 > 2лећх—Злћх 0 
х(2лтћ—Злћх)=0 


2r 
x=0 e x-2—. 


v'- 2лгћ—блћх 


r 


y^ = EE. 0 => ponto mínimo 
r 
lzrh-6zh 5 _„ 
yp, 2 — — 3 = Z” < 0 = é ponto de máximo 
3 r r 


Portanto, o raio do cilindro é igual a FE onde r é o raio da base do cone 


h gut 
Ea 3 h 
A altura do cilindro y шини 


Assim, 
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Алгћ 4| лир 
Уолт лх?у = == 
27 9 3 


13. Um cone reto é cortado por um plano paralelo à sua base. A que distáncia da base deve 
ser feito esse corte, para que o cone reto de base na secção determinada, e de vértice no 
centro da base do cone dado, tenha volume máximo? 


Considerando r o raio da base do cone; h a altura do cone dado; x o raio da seção e y 
a altura da seção até a base do cone dado, temos: 


h_ y 
r r-x 
_h(r-x) 
r 
2 z x а, 2 3 
үг Цар r _Trhx -Thx 
3 3 3r 
2 2 
vea Ti Злһх 
3r 
V'=0 > 2лгћх—Злћх =0 
2 
x, =0 e х- 
3 
pon a 22 
3r 
v(z)- 20e _—2л% | 
3 3r 3 


27 o TN 
Portanto, x — 23 é ponto de máximo. 


_h2r_3h-2h_h 
r 3 3 3 


Portanto, a distância deve ser igual à terça parte da altura do cone reto dado. 


14. Determinar o ponto А da curva y = х? + x que se encontra mais próximo de (7, 0). 


Mostrar que a reta que passa por (7,0) e por А é normal à curva dadaem А. 


A figura que segue ilustra este problema. 


Temos: 


4-4(х-7) + y? == + (x? +x) : 


Basta minimizar a função 


f = (x— Ty + (x° + x)° 

f=x*-14x+49+1 -2х +x? 

f 5x +2х* +2xº —-14x +49 

Р = 4х? +6х? - Ax-14 

Ғ-0 > 4x *6x! +4x-14=0 
2x! +3х? +2x-7=0 


x =l x, e x, são complexas 

У” =12х? +12х+4 

fl >0 => x, =1 6 ponto de mínimo. 
Reta AP que passa por : 


A(1,2) 
P(7,0) 


407 


408 


УУ... M 
Yo) 2 X 
y-2 x- 
0-2 7-1 
yes x-1 
< 208. 
6y-12=—x+2 
6y=—2x+14 
MEN, 

3 3 


que é a equação da reta que passa por AP. 


Equação da reta tangente: 


ух +x 

у =2x+1 

y, =2+1=3 

y=2=3(x=1) 
y-2=3x—3 

y =3x-1 


As duas retas sáo perpendiculares, pois as declividades multiplicadas resultam —1. 


sí 
3 


15. Uma folha de papel contém 375 cm? de matéria impressa, com margem superior de 3,5 
cm, margem inferior de 2 cm, margem lateral direita de 2 cm e margem lateral esquerda de 
2,5 cm. Determinar quais devem ser as dimensões da folha para que haja o máximo de 
economia de papel. 


A Figura que segue ilustra o problema. 


Temos: 


ађ=375 > je uo 
a 


х=а+25+2=а+4,5 
y=b+3,5+2=b+5,5 


A=xy deve ser mínima. 
A=(a+4,5)(b+5,5) 


А-(а--4,5) 22 + 55) 


5,54” =1687,5 


a 
А = 375 + 5,5а + 105122 + 24,75 
a 
А = 5,5а + 10812) +399,75 
a 
d nk ээ 
а 
dc» 58е Ipsum = 
a 
5,5a° -1687,5-0 
ЭР 1687,5.2 ú 3375 
A = 3 E 3 
a a 
A ыы 
Portanto, 
a=17,51 
e 
b=21,41 


Assim, x=a+4,5=17,51+4,5= 22,01 
y=b+5,5=2141+5,5= 26,91. 


= 306,82 а= +17,51 


>0 => a=17,51é ponto de mínimo 
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16. Uma janela tem a forma de um retângulo encimado por um semicírculo. Achar as 
dimensões de modo que o perímetro seja 3,2 m e a área a maior possível. 


Considerando o retângulo com dimensões h e 2r sendo r o raio do semicírculo, 
temos: 


Perímetro =7Tr+2r+2h=3,2m 


zr 


Área — +2rh 


Valearelação:2h=3,2-mr-2r 


p222-zr-2r 
2 
2 чанах, paar 
ди л: „2, 32 Лт—2г 
2 2 
д Zr *64r-2nr! -Ar' Е 6,4r—4r? - gr? 
2 2 
a 048] 2xr 
2 
al 6,4-8r-27r р 
2 
64-8r-2zrz0 
8r-2xzr-64 
r (8-27) = 64 
ЭЭ 64 32 
8+27 4-л 
AESA RP E 


> 


é ponto de máximo. 


Agora temos que: 
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p= 22-Zr-2r 1 3,2-7 3,2 -2 3,2 
2 2 4-7 4-7 
7 -3(32- SEMI 
2 4-7 
n=l 12,8+3,27 -3,27 + 6,4 
2 4-7 


1 64 64 32 


= = = = 0,44 
2 4+л 8-2л 4-л 


DD # : A 
r = —— éo raio do semi - círculo 
4-7 


Эро ва 
4-7 


Portanto, as dimensões do retângulo são 0.44 m х 0.88 m. 


17. Um canhão, situado no solo, é posto sob um ángulo de inclinação a. Seja / o alcance 
: 2v° Е : 
do canhão, dado por l = —— sen а cosa, onde v е g são constantes. Para que ángulo o 
8 


alcance é máximo? 


Temos: 


v? 
| = —— sena cosa 
8 
ду: 
[ = —— (–зеп a + cos? a) 
8 
ду“ 
Г=0 = 2 (-sen! а +с08 а) = 0 
8 
2 Шаа. 
— ѕеп а + cos” @ = 0 


q 


sena = cosa,0 < Я 


T 
а-- 
4 
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a2 
l = (4senacoso) 
8 
4 —4y л 
Mz = Y <0 > а = — é ponto de máximo. 
4 g 4 


18. Uma agência de turismo está organizando um serviço de barcas, de uma ilha situada a 
40 km de uma costa quase reta, para uma cidade que dista 100 km, como mostra a figura a 
seguir. Se a barca tem uma velocidade de 18 km por hora, e os carros têm uma velocidade 
média de 50 km/h, onde deverá estar situada a estação das barcas a fim de tornar a viagem a 
mais rápida possível? 


Estação CIDADE 


100 km 
Temos a função: 


440? +00-x) x 
———OV C 


18 50 
7 — 2(100 — x) 1 1 
Г---------.-- 
240º +(100-х)? 18 50 
— (100 — x) "m 
184/40? -(100—5)? 50 


(20 > 0 


—50(100 — x) +18 4/40? +(100- x)? 20 
– 25(100 – x) 4-9 J40? + (100 х)? =0 


x, 2115,43 
x, = 84,56 
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9 440° +(100- x)? = 25(100- x) 
81 (40? + (100— x)?) = 625 (100 – x)? 
81 (11600 – 200х + x?) = 625 (10000 — 200x + x?) 
939600 — 16200x + 8 1x” = 6250000 —125000x + 625x? 
544x? —108800x + 5310400 = 0 
34x? — 6800x + 331900 = 0 
17x? –3400х +165950 = 0 


Jan а-а y. > 


а 2 440? +(100— x)? 


18` 40? + (100 – x)? 
ЕЕ 2 
гооо) E WE 
"9 440? + (100 – x)? 
218) 40? + (100 – х)? 


polo 407 +(100– х)? —(100- х)? 
18 440? + (100— x)? 40? + (100 – x)? 
АИ 40° 
| -ә-Һ--.---------:-ББ:>---Б----5-:-- 
18 [402 + (100 – x)? ] /40? + (100 — x)? 


í 


t| a | >0 = x=84,56é ponto de mínimo. 


1/40? + (000 — 84,56)? 
t (84,56) = APRI O + 3426 


18 50 


_ 41600 + 238,3936 
18 


+ 1,6912 


= S65 1600 
18 


=2,38+1,6912 
= 4,07 horas. 
TEEN 
H0)= — +0=5.98 


AA O ЖӘ» 


1(100) = 18 


Portanto para 0 < х <100 o mínimo absoluto é em x = 84,56 km. 
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19. Uma cerca de 1 m de altura está situada a uma distância de 1 m da parede lateral de um 
galpão. Qual o comprimento da menor escada cujas extremidades se apóiam na parede e no 


chão do lado de fora da cerca”? 


A Figura que segue ilustra o problema. 


Temos: 
1_ x . _ 1] +х) 
у l+x e x 


d-4y + А +х) 


CN р и 
а = | 23 + (1+ x)? função para ser minimizada. 


Podemos minimizar f = d? 


Ш 1+2х+х2+х2(1+2х+ х?) O l2x+x + +20 + X° 


f x? x? 
r= x (Ax! + 6х +4x+2)- (+21 +2х +2x+1) 2x 
тыу A NT 


x 


f=0 > 4х -6х +452 + 25-25 – 40 -4x –-4х-2=0 
2x! +20 -2x-2=0 
x +x-x-1=0 


x=1 
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= 2g ду О 


f E 
| 2 2 
f Еро 
x X 
4 6 
"=2+—+— 
Үд x 


F"(M>0= x=1é ponto de mínimo. 


Portanto temos: 


а= 4+4 = 48 m. 


20. Seja s uma reta que passa pelo ponto (4,3) formando um triángulo com os eixos 
coordenados positivos. Qual a equação de s para que a área desse triângulo seja mínima? 


A Figura que segue ilustra o problema 


A equação da reta é dada por: 
у-у = m(x— x) 
y -3=m(x-4) 


x=0 > y-3=m.0-4m .. y=-4m+3 
_4m-3 
m 


y=0 > -—-3=mx-4m ~. x 
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2 

_ = (4т-3)* 

Е 2т 

_ Ст (-2)(4m -3) 4+ (4m - 3) 2 

Е 4т? 

_ —16m (4m – 3) +2 (4m - 3)* 

i 4m? 

А-0 > -16m(4m-3)+2(4m-3) = 0 

– 8m (4m —3) + (Am - 3? 20 

– Згт“ +24m+16m* - 24т+9 = 0 


А- Em + >J é a função para minimizar. 
m 


A 


A 


A 


-16т +9=0 
16m? «9 
ra S: _+|2 -43 
16 V6 4 
re 072 
т- Fi não Interessa. 
ET „> 22 2 E 2 
di 8m (Ат ш, 3) _ ааа de 
2m 2m 2m 
5 9 
зай”: 
А” „>0 > — é ponto de mínimo. 


Portanto m = a 
4 


А equação procurada é dada por: 


3 
-3---(х-4 
y Хо ) 
3x+4y-24=0. 


2] . Uma pista de atletismo com comprimento total de 400 m, consiste de 2 semicírculos e 
dois segmentos retos, conforme figura a seguir. Determinar as dimensões da pista, de tal 
forma que a área retangular, demarcada na figura, seja máxima. 


Temos: 
P=Inr+2a = 400 


а-200-лғ 


A=a.2r 
А = (200- Tr) 27 


А = 400r - 2z r? 
А/-400-4лғ 
А'=0 > 400-4лғ-0 
Az г = 400 
zr = 100 
100 
raa 
Л 
А”--4л 


T 
10 
Portanto, r =——m. 
Л 


5500 «ap 1009 
m 


9 100 , ИЕ 
А | юо «0 => r=— é ponto de máximo. 
PI л 
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22. Um cilindro circular reto está inscrito num cone circular reto de altura H =6m e raio 


da base R = 3,5 m. Determinar a altura e o raio da base do cilindro de volume máximo. 


Supondo x o raio da base do cilindro e y a sua altura, temos: 
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y H . _ H(R-x) 6(35-x) 
gx R 3,5 


V =x 
ZRHx'-zHx 
R 
V'= 2xRHx-37H x? 
R 
2R 235 7 
X= = = m 
3 3 3 


У = 


У “= > 
Já foi mostrado no exercício 12 que é máximo. 


7 
Portanto : x = 3n 


y =2m 


23. Uma fábrica produz x milhares de unidades mensais de um determinado artigo. Se o 
custo de produção é dado рог C = 2x^ +6x? +18x+60, e o valor obtido na venda é dado 
рог К = 60x -12x^, determinar o numero ótimo de unidades mensais que maximiza o lucro 
L=R-C. 


Temos: 


L-60x-12x? - 2x? - бх? —18x—60 
L--2x! -18x? - 42x – 60 
L'=-6x* – 36х + 42 
1/=0 > -6x'-36x442-0 
х? +6x-7=0 
х =1 e x, =-7 
L”=-12x-36 
1/0)--12-36«0 = x, =16роп de máximo. 


Resposta: x = 1000 unidades. 
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24. Um cilindro reto é inscrito numa esfera de raio R. Determinar esse cilindro, de forma 
que seu volume seja máximo. 


Vamos considerar o cilindro com raio da base igual a x e altura igual a 2y. 
Vale a relação: 
хљу=к > x =R -y 
Temos: 
Vezx*.2y 
V2z(R -y)2y 
У=2л (R'y-y)) 
V'=27(Rº-3y?) 
V'z0 > 2z(R'-3y?))20 

R? -3y? = 


V”=27 (Sy) 


” К, Ж 
Ув <0 = y=—=é ponto de máximo. 


B 43 


К 2К : 2 
Portanto: y = Л , altura = B e raio = 3 R. 


25. Um fazendeiro deve cercar dois pastos retangulares, de dimensões « e b, com um lado 
comum a. Se cada pasto deve medir 400m? de área, determinar as dimensões a e b, de 
forma que o comprimento da cerca seja mínimo? 


Temos: 
A =400m? a.b = 400 
1 
400 
А, = 400т: b=— 


P=4b+3a 
2 
p=4%0 7, _ 1600 +За 
а а 
‚ аба-(1600-3а2) 
pP'=— 
a 
_ ба? —1600—3a2 _ За" —1600 
а? а? 
Р'=0 > За? –1600=0 
3a? =1600 
‚ 1600 40 3 
а == . а 
3 3 


_ a” ба- (За? –1600) За _ ба“ —6a* +3200 3200 


4 3 3 
а а а 


P” 


^ 40 
Plo3>0 > a= 
3 


é ponto de mínimo. 


Portanto, temos: 


a= 208 e p= 1045. 


26. Um fabricante, ao comprar caixas de embalagens, retangulares, exige que o 
comprimento de cada caixa seja 2 m e o volume 3 mê. Para gastar a menor quantidade de 
material possível na fabricação de caixas, quais devem ser suas dimensões. 


Considerando-se as dimensões da caixa como 2 m. x x m. x y m temos: 


V=2xy=3 
M 
й 2% 


A=(4+2x)y+4x 
ASA 
2x 


А-12%6х%8х 
2х 
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421 


A _ 2266 +16x) –(12 + бх--8х7).2 


4x? 
А'=0 > 12x+32x? -24-12x-16x? = 0 
16x? -2420 
16x? 224 
2 o Num 
16 8 2 o 2 
2 
ба 220 
4х x 
12 
A"= — 
x 


Ap >0 > x= | é ponto де mínimo. 
2 2 


Br 


Dimensões : 2m x — mx — 


27. Um retângulo é inscrito num triângulo retângulo de catetos medindo 9 cm e 12 cm. 
Encontrar as dimensões do retângulo com maior área, supondo que sua posição é dada na 
figura a seguir. 


Considerando-se x e y as dimensões do retângulo, temos: 


9º +12? 2225 = hipotenusa do А é 15. 


x oyo yo 90209) 3(2-)) 
9 12 ^ 12 4 
3(12- y) 36y-3y? 
Az у = ————— 
Sot EC WS 4 

y = 36-6» 

4 
А’=0 > 36-6у-0 

6y=36 .. y=6 

в 

4 
АТ, «0 л y=6 é ponto de máximo. 
.-Х2-6 36 45 

4 4 


Assim, temos que as dimensões do retângulo são: 4,5ст Х бст. 
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5.14 - EXERCÍCIO - pg. 232 


Determinar os seguintes limites com auxílio das regras de L Hospital. 


e 


. x —4x+4 2x-4 0 
1- H 2 =1 == 

a ad хэ? 2x-l 3 

2 

j^ М еа к=, ta 

x>- y +4x+3 ADIA, —2+4 

у х? +6x . 2x+6 6 
Je dia Ens ——-— 

x0 q + Tx +5х хә0 3х +14х+5 5 

ЯГ 1 

"mo Vo ДЕК А ME 
4- Пи -lim = = == 

хэ! 4х? 4x+1 58-4 „1 4-4 0 

B ud 
2 

.06-2xt3x -x 2. -2*6x-3x^. —11 
5- Jim 7 5 = lim с 5 = Я 

хәз xy —3x —x-3 хәз 4x —Ox^- 1 26 

. x+1 . 1 1 1 
6- lim i 5 5 = lim - > == == 

10x" + 2х +3х +2x-] «18x +6х +6х+2 -8-6-6-2 

PA 

e. = а. 


хе X +7x-1 хээ 342 +7 xo бх 


5-5 _ Ё -15x° _15_5 


8 - lim т = lim 3 : 
хэ-=2—2х е —őx 6 2 
5 4 3 
je. dr E те ec е 
хә+» dx —2x+4 He 8x-2 хэн В 
a 2 = 
10- 1 5-х-х zm 1+2x _ TUNES 
кэе Papx а и E = 4 2 
112 fim £ = lim És lim ° =+. 
xe ү x—>+00 2x x—>+00 2 
99 98 
p du cm о 
X—S+oo e x—>+00 e x>+% e 
Bs O: ор 


150 e" —cosx 50 e" +ѕепх 1+0 


14- limxb-1) 0.0? 


X—-oo 
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e: : 
= lim | —— |= lim 
X— +00 1 X—+o = 2х 
e 4 
X X 
A 1 
. ' ] x . e 
= lim er .— .— = lim —— = +оо 
x—>+00 x? 2x X—-oo 2 
COS X 


| х-2-2х-4 : —x+2 
=lim (2--4)(--2) = lim —— TL 


хэ2|(2х-4)х-2)) => (2x-4)(x-2) 
E, | 21 -1 
= lim —7,————- = lim ш--- o° 
хә? 2x" —8x+8 0 4x-8 0 
lim (m 5 J 
хә+»\ x+l 
: х TE 
= 1 lim ----іп lim -=!In1=0. 
хә+= x+] xote | 


: х T 
lim B 
x12 = == 


20 - 


2] - 


22 - 


23 - 


cot g x 2cos x 


|| 
~ 
t 
5 
Жете 


2x слонах, 


COS х 
2x cos x — Jr —— 
| n 
= lim se 
х-л/2 COS X 
2 COS x 
senx 


|| 
~ 
iz 
5 
YES EN 


sec? x — 2tg x 
m LARA n 
хәл/4 ]+cos 4x 


2xcos x+ 2senx 


2xsenx — T з 
------і|- lim 
2 Cos x х-л/2 
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426 


2sec? x tg x - 2sec? x 


= lim 
х-эл/4 — sen 4x.4 
= lim 25®© Х:50С7 xtg’ х.4вес х 450с хх 8 1 
хол/4 —16cos 4х 16 2 
. coshx-1 
lim —— 
x0 ]—cosx 
. senhx . coshx 1 
= lim = lim =-=1 
x0 +senx *>0 cosx 1 
lim (1— cos x)cot g x 
1—cos x 1-совх 
== = lim 
x>0 1 x>0 tg x 
cot g x 
jp ее 
ход sec x 1 
lim [In x In(x — 1)] 
ab. 
ej e D Же = 
xl xl 
In x X 
(In x) 
2 2 
ай 1 бах) 24 (In x) x 
x1 х-1 1 xl х-1 
х 
2 1 
(ах) 1+х 21nx— 
= lim — — — — - -lim (Inx) + 210 =0 
lim : = | 


| 2{ү—//х] 30-3) 
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= lim 


E 
61-4х)1-4/5) 
E 1-31 «2x7 


6 1 ]-x!? — х1? +х?'° 


1 па аи 
= —lim 
6x 1 оз Lan 5 ue 
— X кез === 
2 6 
2 -5/3 _ 1 3/2 
a 3 2 
6: 2 -s3 lun 5 -716 
9 4 36 
24 
12 
23 
lim x ln х 
x—0* 
23. E 
In lim In х 5 = lim In x ^*^» 
x0* x>0* 
= lim In x 
x20* 4+In x 
1 
Зах еэ m 
= lim =lim=%=3 > | lima =e 
ход" 4+lnx x0 1 x—0* 
X 
lim x°“ 


x>0* 


30 - 


31 - 


In lim x°?“ = lim In x“ 
x>0 x>0 
Р : In x 
= lim sen x.ln x = lim 
x>0* x>0 
sen x 
1 
| m | -1 
= lim x = lim 


xo0' — cossec x.cotgx x—0' xcossec x.cot g X 


2 
. —sen'x 
= lim — 
x0 ХС08Х 
li -2 sen xcosx 0 0 
= [mM ——  —  — ə>Ə—  ə = — = 
ход" — x senx+cosx 1 
lim х 2e? 2] 
x0* 
a 
lim x!— 
x1 
d d 1 
ln lim In х” = lim In x^^ = lim ——In x 


xl x1 x3 ]— X 
1 
5 In i X 
= lim = lim ==-1 
x>l 1- x xl -1 
1 
lmx == 1 
xl e 
lim (1-х) 2 


TX TX 


In lim (1-х) 2 


хот 


= lim In(1=x) 2 
xl 


= lim cos 220 .In(1— x) = lim my 
x 2 xb 1 
TX 
cos — 
-1 
= lim 1-х = lim ай. 
RL с TX tg TX ман (1— x)sec TX tg TX 
2 2 2 2 
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32 - 


33 - 


34 - 


35 - 


2 
„ TX л TX TX 
cos” — — 2 — cos sen 
= lim = lim 2 2 2 =0 
xl X х-Г Л TX 
(1— x) sen — > (1— x) cos — — sen — 
2 
TX 
Я E 605— 0 
Assim, lim (1-х) 2 =e =1. 
xl 
lim xsenz/x 
XS+oo 
т -— 
sen — cos pm mE 
| : х 
= lim — = lim 
x—>+00 x—>+00 == 1 
x x? 


: TT 
= lim zcos—-2 x 


x—>+00 x 


2/3 


lim ——a 
шон; (x 42) 


2 3 3 
“|с” MEN n m. 
r° НЕД хэ=» 2% 


senh x 


lim 


х-Эоо X 


. coshx 
= lim ——— = оо 
x>0 1 


lim 2x = 1)" 


x>% 


Inlim (2x-1)** = ји (2x - 1)?” 


-tim 2 m(2x-1)= tim 21805-0 
x9 X хоо x 

2 
= lim 21 = lim 2—0 
хэв | хэе 2-1 
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ES 


36 - Ши (cos 2х)" 
In lim (cos 2х)? = lim In(cos 2x)" 
37 sen2x.2 
2 
= lim Ел In (cos 2x) = lim — ° 4% 
x30 x x0 2x 
. —6sen2x 1 : —6.2cos2x 
= lim ———————— — = lim ——————————— — ———— 
:90 cos 2х 2x > 2 (cos 2x) - 2x(— sen2x)2 
. —12 cos 2x -12 
= lim —— = =–6 
x>0 2 cos 2x—4xsen2x 2-0 
3 1 
> lim (cos 2x)? =e ° = ET 
x0 e 
37- lim In(sena x) 
ход" In(sen x) 
a cos ax 
. вепах . асовах sen x 
= lim — — — = lim — — —— 
x20 — COSX х-0" sen axcos x 
sen x 
— lim 45054Х cos x — a^ sen x.sen ax 
150" — sen ax.sen x + a cos x.cosax 
= lim é =1 
x> O+a 
38 - im e 1 > J 
"B (x-3 x —x-6 
j 1 5 : x+2-5 
= lim = = | = Шю | -- 
х>5 | x-3 (x-3)x42)) > ((х-3)(х--2) 
39 - lim : 
x>0* хе 
йш ай аа e 
x0 x>0* x>0* x0* SE 
tg X 
nc ТВ же O н 
x0  cotg x 5-0 xcossec x x>% xX 


х-3)(хж2) - 
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40 - 


41- 


42- 


43- 


2 sen xcosx 0 


x>0* 1 1 


=0 


2 2. 
2+In x 


2+In x = lim 
x> 2 +10 x 


= lim In x 
x>0* 


In lim x 


x>0* 


2 
: 2+1 2 
= lim x" =e 


x>0* 


lim (1-12 x)sec2x 


E Г. 
хе: 1 хө cos2x 
sec 2x 
% 
, Ap. eem 
cupo dedu. co ND d T... 
x24 —2 sen 2x -2 22 
li xin x 
x29 x+lnx 
x —-ln x 
1-1 
Sin 2 mE 
| pre. “mus 
x x 


lim (e* + х)!“ 
x>0 


Inlim (e^ +x)" = lim In(e* + х)!" 
x>0 x>0 


e +1 
р ES 
x0 1 x30 27 + x 
_1+1_2_, 
1+0 1 


1 
> lim(e*"+ x): = e° 
x>0 


In x 


= lim К In (e* + x) = lim 
ход x x>0 
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1 
2— 
21пх айы INS 
хэ0 2+lnx x>% 1 
x 
In (e* + x) 


X 
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5.16 - EXERCÍCIO - pg. 239 


1. Determinar o polinômio de Taylor de ordem n, no ponto c dado, das seguintes funções: 


a) f(x)=e;c=0el;n=5 


o=% 
мэт 
o) =S 
г" о) = 
ғо) - 


No ponto c = 0: 


P. cts T pu a 5 


27 42 83^ 164 325 
ЕСІ ЖӨНІ. Келе КЕН се ШЕ 
27 8 "as? “384? 3840 


No pontoc=1: 


P.(x) = e° 22 (х= D “(х-і1) RUE 2(х-1У/ + е1(х—1)* + 


e (x—1)° 
4.2! 8.2! 16.4! 32.5! 


1 1 
е іза Det G7 Ded а D? m дө p* uuo v) 


b) f(x)2e^;c-2-le2;nz4 


Год--е 
ГО) =е" 
ГО) =-е 
f” (x)= e” 
РО) =-е 


Para c=-1: 
e! e! e! 
Z 2321 pede LN x: © = =. 4 
P. (x) =e+(=e оға Co то Pepe 


e › e 3 e 4 
=е- +D+—(x+] -—(x-1) +— (x+1 
е-е (х+1) 27 ) ас ) ЫЫ ) 


(х +1)? enr. eim 


=e|1-(x+1)+ 
2 6 24 


Para с = 2: 


-2 25 -2 
E! атка телен агт сл Es 
P(x)=e е“(х-2)- 2 (x—2) 3 (x-2) + 2! (х-2) 


Q2» E = 


ЖУА quie 
di [ EN 3 4! 


с) Р(х) = (01-х); с=0е1/2; п= 4 


Го) c 

fa Ey 
ВЕ 
Е: 
foy ШЕ? I "us 
Para c= 0: 


Pos се : х? — Ee Da 
1 2! 3! 4! 


Para c=1/2: 


2 3 
Боор ое 
И a wp ag 


d) f(x)=senx;c=7/2;n=8 
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/'(х) = cosx= f" 
f'(x) 2-senx- f" 
f”(x) = —cosx = f" 


f” (x) = sen x = f" 


под DZ) + 18-2) = 3 + еа 
21 2 4! 2 6! 2 8! 2 


e) f(x)=cos2x;c=0e7/2;n=6 


f '(x) = -2sen2x 
Т (x) = -4cos2x 
f" (x) = 8sen2x 
f" (x) 216cos2x 
f'(x) = -32sen2x 
f" (x) = -64cos2x 


Para с = 0: 
Боле 2 „1054 3224 
2| 4! 6! 
клр к 
3 45 
Рага ums 
2 
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; -1 
Х та 
f (1+ x)? 
H 2 
x 
f (+x)? 
Ш -6 
x)= 
f +)! 
” 24 
x) = ——v. 
7709 (1+x) 
Para с-0: 
a els = 
2! 2! 4! 
=l—x+x* — x° + x 
Para c=1: 


E НЕ У ЕТ 
Цэг A q) 


1 1 1 2 1 5 1 4 
ш----(х5-1)/--(х-132--4х-1/4--(1х-1 
5 n ES ) ze ) =, ) 


Encontrar o polinômio de Taylor de grau п no ponto с e escrever a função que define o 
resto na forma de Lagrange, das seguintes funções: 


a) y=coshx,n=4,c=0 


0 -0 
+ 
у = cosh x = < “=1 
2 
0_,-0 
y = senhx = < 5--0 
2 
0 -0 
+ 
y" =coshx = < f =] 
2 
0,0 
y" = senhx = < £=0 
0 -0 
е 


е 
y” =cosh x = 


b) 


с) 


Р, (х) =1+ P 


4! 

x? х“ 
Р, (х) =14+ += 
©) 2 24 


R G9 7 G - 0 


senhz 5 
x 


R (x) = onde zéumn?entreOe x. 


y =tgx,n=3,c=AXI 


y =tgx> y(7)=0 

y =sec x> y'(z) =1 

y" 22sec? хех => у (л)=0 

у" =25ес? x.sec? x +tgx.4sec” xtgx => у"(л) = 2 


y" =8sec* x.sec хлох + Asec? x.sec? x. (-2tgx) +12?x.8sec? x.tgx 


3 
рх) = х-л) 2077) -7 
Са 3 
шүү 
3 
l6sec* 2.107 +8sec” 2.1072 
в, (х) = ыг 8 f (y gy 


y=Vx:;n=3c=1 


Ш 3 -5/2 Ш 


3 
=—x = D=— 
8 y @ 8 
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Usando o resultado encontrado no exercício 1, item (с), com с = 0, determinar um 
valor aproximado para In 0,5. Fazer uma estimativa para o erro. 


3 1 
+>.— 
8 3! 


(х= Df 


1 1 1 
Р,(х) =1+=(x-D-=.=(x-1) 
300) 29 ) 1 J“ ) 
1 1 2, 1 3 
=1+—(х–1)——(х—1) +—(х—1 
э ) ge ) 16 ) 
=15 1 4 
R (x) === tL 
| 1623 Vz 24 


y 

y =-e 2х 

у ер“ DD) 
--267 +4x 0 е“ 

y" =—2e” (–2х) +4xX2e ” (2x) te 
y" --48х2677 +16х*е7° 412677 
у" =160x e" -120xe" —32x5e * 

y(0)=1 

y (0)=0 

у"(0)--2 

y”(0)=0 

y” (0) =12 


2 
m 


_ е 


- (1602? —120z - 3227 ју" 


= 8x 
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In0,5 = P,(0,5) + R,(0,5) 


ШІ > ЇЙ, А 
P G)=-x— АА 
40) 2 3 4 
24 1 
К,(х) = Е I 
(1-2) 5! 
5(1— zy 


1 so A 3 1 4 
> 1n 0,5 =—0,5——(0,5) ——(0,5) —— (0,5) + 
2t ) 3! ) л ) 


In0,5 = —0,5 — 0,125 – 0,041666 — 0,015625 
= —0,682292 


0<:2<0,5 
—0,5«-z«0 
05«1-z«l 


»———»1 
0,5 (Q-zy 


— 0,00625 
(l-z) 


_ = 0.2 
0,5 


|R,(0,5) = x 


—05* 
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54-2) = onde z é um número entre Ое 0,5. 


Determinar o polinômio de Taylor de grau 6 da função f(x) = 1 + cos x no ponto 


с= л. Usar este polinômio para determinar um valor aproximado para сов5л /6. 


Fazer uma estimativa para o erro. 
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flO)=1I+cosx> f(7)=0 
f'(x) =0- ѕепх = f'(z) = 0 
f'(x)2-cosx => f'(z)-1 
f"(x)=senx> /”(л)- 0 
f” (x) = созх=> (л) = –1 
FP (x) = —senx > f" (z) = 
f"(w)=-cosx> f"(z)-21 


f" (x)= senx 


Во) = я AA La- лу 


1 2 2 1 1 
хыг Ta- лу +G- л) 
чол 
со$хж=—1+— ca л)? (to лу += - лу 


577 l(st Valsa Y 1 (5љ Y 
cos — |= -I+—| ——z| -—| = -r| +" | =-л 
6 21 6 241 6 7201 6 
= —1 + 0,13707 — 0,0031317 + 0.000028619 

= —0,8660331 


Senz 


F (х-л) 
5л senz эл 
ES Б cim 2 
6 
|senz| 51 


4%) 


Demonstrar que а diferença entre sen(a+h) e sen a + h cos а é menor ou igual а 


R$ (х) = 


o 
a 
< Л = 0,0000213 


`h 
350 
y = senx 
y -совх 


6. 


senx = sena + cosa(x — a) + R (x) 
sen(a + h) = sena +cosa(a +h—a)+ R (a +h) 
sen(a + h) = sena + hcosa + К (а + h) 


R (a +h) = —— ~ h° 


EX Senz, 2 


|R (a +h)| = h 


2 
= 228 senz| 
h? 
= — репа 


Um fio delgado, pela ação da gravidade, assume a forma da catenária 


x : 
y=acosh —.Demonstrar que, para valores pequenos del х | a forma que о fio toma 
a 


2 
: 5 x 
pode ser representada, aproximadamente, pela parábola y = а +—. 


a 


y =acosh => y(0)=a 


y = Я senh% = senh > y'(0) = 0 
a a a 


„_1 1 
у = – совћ > => y"(0) == 
a a a 


Pesquisar máximos e mínimos das seguintes funções: 


Јоде2х-а 


f(x)22 Зропіов críticos 


A máximos nem mínimos. 


Р(х) =4-5х+ 6х? 
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с) 


d) 


e) 


Ғод--5-12х 
—5+12x=0 
12x=5 


= 


12 
FG) =12 
f 


О: d 
, >0 => х=— é ponto de mínimo 
% 12 


Ро) = (х-4)° 


Р(х) =10(х— 4)” 
10(х-4)#=0 = х-4 


f" Q) =90(x— 4 

f” = 720(х — 4)” 

f" (x) = 5040(x — 4)° 
ыча ы еш) 


fº=K>0 = x= 4é ponto de mínimo. 
Јо) = 4(x * 2)' 


Р(х) = 28(x 42)? 
f" (a) = kx 2) 

f" (a) =k (x+2)* 
f” О) =k,(x+2) 
го = k,(x+ 2) 
Fº 0)=klx+2) 

f" (x) = k, 


> x--2é ponto de inflexão. 


Дх) = 24" 
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f(x) = == 
f(x) = 6x` —8x° 
бх? -8x? = 0 
x (6x? –8) =0 


х = 0 x, === 


f" (x) =30x* — 24xº 
f" (x) =120x° — 48x 
f" (x) 2360x? — 48 

221, 


442 


«0 => x, = 0é ponto de máximo 


17 ааа — é ponto de mínimo. 
ru _>0 > x = —— é ponto de mínimo. 
ДО) = x 24204 
3 
Eds» ae 
5x' —125x? 20 
x (5x! -125)20 
5х? 125-0 
5x =125 
х? _ 125 
5 
x = 25 


f” = 20х? – 250х 


+ >0 = x=5é ponto de mínimo. 


ШЕ 
f” = 60х? – 250 
f” 


=—2500+1250 «0 = х=-5 6 ponto de máximo. 


270 => x=0é ponto de inflexão. 
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5.3 – EXERCÍCIO – pg. 191 


1. Numa granja experimental, constatou-se que uma ave em desenvolvimento pesa em gramas 


20+1(t+4),0<t<60 
W(D = 2 


24,4t +604 ,60<t<90, 
onde t é medido em dias. 


(a) Qual a razão de aumento do peso da ave quando t = 50 ? 


dw 


1 
=—.20+4 
dt 2 ( ) 


1-50 1-50 


= 50+4 = 54 gramas/dia 
(b) Quanto a ave aumentará no 51º dia? 
w(51) — w(50) 
= 20++(51+4º -20- (50-4)! 
— 54,5 gramas 
(c) Qual а razão de aumento do peso quando t = 80 ? 


4 да 24,4 gramas/dia 
dt 1-80 


2. Uma peça de carne foi colocada num freezer no instantet=0. Após t horas, sua temperatura, 
em graus centígrados, é dada por: 


T(0=30-5t+ + 05155. 
1-1 


Qual a velocidade de redução de sua temperatura após 2 horas? 


ат -4 

RP шиг 

а (1+1) 

dT —4 4 
— 0] =— + = А —— 
dt s (2+1? 9 


=-5,444...ºC/h 


302 
3. A temperatura de um gás é mantida constante e sua pressão P em kgf/cm? e volume v em 
cm? estão relacionadas pela igualdade vp=c, onde с é constante. Achar a razão de variação do 
volume em relação à pressão quando esta vale 10 kgf/cm?. 


С 
ур=с = v=— 
p 
dv -с 
dp p 
dv —с 


=C 3 3 
—À ES k 
Ри 102 100 ст gg (ст 


4. Uma piscina está sendo drenada para limpeza. Se o seu volume de água inicial era de 90.000 
litros e depois de um tempo de t horas este volume diminuiu 2500 t” litros, determinar: 


(a) tempo necessário para o esvaziamento da piscina; 
Seja v(t) о volume de água no instante f. 


v(t) = 90000 — 25001? 
v(t) = 0 


2500 1? = 90000 


, 90000 900 30 
= >= | = — =6 horas 
2500 25 5 


(b) taxa média de escoamento no intervalo [ 2,5]; 
РО) = 250012 


ғазАй-/(0) _ fŠ) - /O) 
At 3 
.:2500,5* 2500.2" 
3 
_ 62500 — 10000 
3 


= 1750 Џћога 


_ 52500 
3 


(c) taxa de escoamento depois de 2 horas do início do processo. 
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ar = 2500.21 = 5000t 
dt 


Sm 10000 // horas 


1 t=2h 


5. Um apartamento está alugado por R$ 4.500,00. Este aluguel sofrerá um reajuste anual de R$ 
1.550,00. 


(a) Expresse a função com a qual podemos calcular a taxa de variação do aluguel, em t 
anos. 


f (t) = 4500,00 +1.550,00/. 


(b) Calcule a taxa de variação do aluguel após 4 anos. 


ГО, = 1.550,00. 


(c) Qual a porcentagem de variação do aluguel depois de 1 ano do primeiro reajuste? 


f (t) — 100 
/'@) > x 


(100.140) 
FO 
1-2 100.1550,00 _ _ 155000,00 
4500,00 +1550,00 6050,00 
x = 25,6% 


(d) Que acontecerá à porcentagem de variação depois de alguns anos? 


Tenderá para zero, pois: 


ЕЕ КОЛ" 
° /@) 


6. Numa pequena comunidade obteve-se uma estimativa que daqui a t anos a população será 


dep (t) = 20 - =. milhares. 
t+1 


(a) Daqui a 18 meses, qual será a taxa de variação da população desta comunidade? 


ра)=20-—— 
t+1 

fj t. БӘ 

PT Бар 


(b) Qual será a variação real sofrida durante o 18? més? 


ia) s 


=| 20--> |-| 20- — 
—+1 —+1 
2 12 

2-58-60 2 

29 2 


= 0,068965 milhares de pessoas 
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7. Seja г a raiz cúbica de um número real x. Encontre a taxa de variação de г em relação a x 


quando x for igual a 8. 


r=VX = х 

dr 1d 

dx 3 

dr) 12541 1 
= је = 

dels 3 3 (ey 
zd l 1 
34 12 


8. Um líquido goteja em um recipiente. Após t horas, há 5t - t? 


litros no recipiente. Qual a 


taxa de gotejamento de líquido no recipiente, em 1/hora, quando t=16 horas? 


305 


Р) = 52-12 


dt 2 

Ub. cla o 213 на и 4 

dt |, 2 416 24 8 
-21224875 l/hora 


9. Um tanque tem a forma de um cilindro circular reto de 5 m de raio de base e 10 m de altura. 


No tempot=0, а água começa a fluir no tanque à razão de 25 т / h. Com que velocidade о 
nível de água sobe? Quanto tempo levará para o tanque ficar cheio? 


Sejam: 
v=v(t) o volume de água no tanque; 
h = h(t) a altura da água no instante t; 


ro raio da base. 


Temos: 
a ар 
dt 
у = zh 

y 
h- 

лг? 
ЭЭ 17 

7.25 
dh 1 
dv 7.25 
dh _ dh dv 
dt dv dt 
dh _ 1 
dt 7.25 
dh 1 


— = — m/horas 
dt т 
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O nível da água sobe com uma velocidade de 2 m/hora . 
л 


O volume do tanque é: zh = 71.57.10 = 2507. 


25m? <> 1 hora 


250m? <> x horas 
Portanto, x = 107 horas. 


10. Achar a razão de variação do volume v de um cubo em relação ao comprimento de sua 
diagonal. Se a diagonal está se expandindo a uma taxa de 2 m/s, qual a razão de variação do 
volume quando a diagonal mede 3 m? 


Sejam D a diagonal do cubo e x o seu lado. Da geometria elementar obtemos D = “Зх ou 


1 
x=— р. Temos 


43 


сэ D^ ЭР 
ар 343 43 

ду ау ар _ D? 2-2” 
а ара 3. 43 
717 _ 2836 


diy, 3 


= 643 m) / seg 


11. Uma usina de britagem produz pó de pedra, que, ao ser depositado no solo, forma uma pilha 
cónica onde a altura é aproximadamente igual a 4/3 do raio da base. 


(a) Determinar a razão de variação do volume em relação ao raio da base. 


ПЕ pc gg 
3 9 
ОВЕ ° 
dr 9 
_ dar? 
3 


(b) Se o raio da base varia a uma taxa de 20 cm/s, qual a razão de variação do volume 
quando o raio mede 2 m? 
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4 omis 
dt 
dv dv dr Алт“ jj 
di dE o 3 
47.200? .4 
тыла ВОЗО БЕЖИ Pa 
di| 3 3 


-1,0667 ст? / s 


12. Os lados de um triângulo eqüilátero crescem à taxa de 2,5 cm/s. 


(a) Qual é a taxa de crescimento da área desse triângulo, quando os lados tiverem 12 cm de 
comprimento? 


Sejam А a área e l o lado do triângulo. 


dA dA di J3 12 
== fis como À = 
dt dl dt 

4 dt 

13 5 

2 
dA 1243.25 3043 _, 
— ^ ———————z-———-ecm'lseg 
dt |; 2 2 

=15 43 cm? / seg 


(b) Qual é a taxa de crescimento do perímetro, quando os lados medirem 10 cm de 
comprimento? 


Seja P o perímetro do triángulo. 


dP ар di 
dt dl dt 
Е С P=3 
dl 

= 7,5 ст! seg 


13. Um objeto se move sobre a parábola y 22x^ + Зх -1 de tal modo que sua abscissa varia à 
taxa de 6 unidades por minuto. Qual é a taxa de variagáo de sua ordenada quando o objeto 
estiver no ponto (0, - 1) ? 
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y-2x +3х-1 2 p dni 
dt 
dy dy dx 
dt dx dt 
= (4х+3).6 
dy 


D| =(40+3).6=18un/min 
dt x=0 


14. Um trem deixa uma estação, num certo instante, e vai para a direção norte à razão de 80 
km/h. Um segundo trem deixa a mesma estação 2 horas depois e vai na direção leste à razão de 
95 km/h. Achar a taxa na qual estão se separando os dois trens 2 horas e 30 minutos depois do 
segundo trem deixar a estação. 


O instante 1 = 0 corresponde à saída do segundo trem. Posicionando o primeiro trem sobre о 
eixo positivo dos y e o segundo sobre o eixo positivo dos x, num instante qualquer 1, suas 
posições são dadas por: 


y =160 + 80t 
x=95t 


А taxa na qual os dois trens estão se separando coincide com a taxa de crescimento da diagonal 
do triângulo хоу. Temos, 


D? = х? +y 
О ТЕЕ 
аі аі аі 
ар 


431,28441 E» = 237,5 .95 + 360 . 80 
t 


dD _ 22562,5 + 28800 
dt 431,28441 

_ 513625 

— 43128441 

= 119,09 km / hora 


15. Uma lâmpada colocada em um poste está a 4 m de altura. Se uma criança de 90 cm de altura 
caminha afastando-se da lâmpada à razão de 5 m/s, com que rapidez se alonga sua sombra? 


Sejam: 
y a distância da criança até o poste; 


x a sombra da criança. 
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Temos: 


Altura do poste = 4m; 
Altura da crianga=0,9m; 


dy 
— =5m/seg. 
dt а 


Usando semelhança de triângulos, vem: 


Bad 
ytx 
_ 0,225 


х= 0775? 


Portanto, 


— жал 203 = 1,45m/ seg . 
dt dy dt 0,775 


16. O raio de um cone é sempre igual à metade de sua altura h . Determinar a taxa de variação da 
área da base em relação ao volume do cone. 


Sejam: 
A = área da base; 
V = volume do cone; 


h = altura do cone. 


Temos: 

dA da dr 

dV dr dV 

Am 

"HELD JE CER .2r 
3 3 

y = 20rº 
3 
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1 
dA = 27 | = (25 unid.área/unid.vol. 
dV 3V 3V 


17. Supor que o custo total de produção de uma quantidade de um certo produto é dado pelo 
gráfico da figura que segue. 


(а) Dar o significado de C(0). 
C(0) corresponde a parcela de custo fixos. 


(b)Descrever o comportamento do custo marginal. 
O custo marginal vai diminuindo inicialmente e depois passa a aumentar. 


C(q) 


18. O custo total C(q) da produção de q unidades de um produto é dado por. 
С(а) = 54 — 54" +104 +120 


(a) Qual é o custo fixo? 
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O custo fixo é 120. 


(b) Qual é o custo marginal quando o nível de produção é q = 20 unidades. 


с)-34: —10q +10 


c'Q0)- (20): -10.20-10-410 


(с) Determinar se existem, os valores de 4 tais que o custo marginal é nulo. 
34 -104-10-0 


34? – 20а +20=0 


_20+,/400-4.3.20 20+12,65 
са 2.3 T 
q, =5,44 q, =12 


19. A função 4-20000-400р representa a demanda de um produto em relação a seu preço 
p . Calcular e interpretar o valor da elasticidade da demanda ao nível de preço p=4. 


d 
Е(а, p) = ==. = 
dp 


= 400.2 
q 


p=4 => q=20000-400.4 


= 20 000-1600 
= 18 400 
E=-a00. 
18 400 
Е = —0,087 


Interpretação: А elasticidade é negativa е muito baixa. Isso significa que um pequeno 
aumento percentual no preço diminuirá muito pouco a demanda. 


20. A função q=15+60y — 0,06у? mede a demanda de um bem em função da renda média per 
capita denotada por y (unidade monetária), quando os outros fatores que influenciam a demanda 


são considerados constantes. 
(a) Determinar a elasticidade da demanda em relação à renda y. 
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y 
"n ss ass 
| ‚ТҮ КЕПТ 


(b)Dar o valor da elasticidade da demanda, рага um nível de renda у=300. Interpretar o 
resultado. 


Е = (60 — 0,12 . 300) 200 


15 + 60.300 — 0,06 . 300° 
300 
15 +18 000 – 5 400 


= (60 — 36) 


_ 24.300 
12615 
- 0,57 


E é positiva e igual а0,57. Isso significa que о aumento da renda per capita aumentará а 
demanda. 
1% de aumento na renda implicará em 0,57% de aumento na demanda. 


